PROBLEME SUR LA DENSITE D’'UN ENSEMBLE DE NATURELS
ATTENTION : dans ce probleme, “entier” signifieraritier> 1", et “ensemble” :
“ensemble d’entiers”.

[) Pour un ensemble A et un entigron pose :

v,(A) =|An [1n] = nombre d’éléments de A entre Inet

o,(A) = @ = proportion d’entiers appartenant a A parmi ceuxi de.

Par définition, la limiteXA) de la suite(d, (A))

(sous-entendu : dars"), ou lafréquencedes éléments de A parmi les entiers, ou
encore lgrobabilité qu’'un entier soit dans A.

si elle existe, est ldensitéde A

nx1"

1) Déterminer la densité, si elle existe,
a) deN".
b) d’un ensembile fini.
c) des entiers pairs.
d) des carrés.

e)de A 2,22,
KON
f) des entiers qui en systeme décimal, ne compiopies de 0.

2) Soit A={a,,a,,a,,..}, aveca, <a, <a, < .., un ensemble infini.
a) o) Que peut-on dire de la suitg,) ? (justifier).
B) Que vaut I'entien/, (A) ?
y) Montrer que siA posséde une densi®é alorsd est la limite de la

suite (Lj
aﬂ
b) o) Que peut-on dire de la suitg,(A)) ? (justifier).
B) Montrer que a, (n SN<a, (a)-
y) On suppose (réciproque deyl) que (LJ posséde une limitd ;
a,

montrer qued est la densité de A.

c) On en déduit donc queasj (Qui est> n) est équivalent an, la densité dé

1 : "
esta, et que sa,>>n, cette densité est nulle.

Déterminer par exemple la densité de I'ensemble aeeders congrus a un entier
donné modulo un autre entier donnéAde{[na]/nDN*} oua est un réekl .
([X] désigne la partie entiere de

II 1) On se donne deux ensembfest B ; montrer que si trois ensembles paAnB,
AOBetAnB ont une densité, alors le quatrieme également,g&alors



O(A)+9o(B) = (A B)+d(An B). Que dire de deux ensembles disjoints ayant une
densité ?

2) En déduire I'existence et la valeur de la déndi#’A (= N* \ A), si A posséde une
densité.

3) Un ensembleégligeableest un ensemble de densité nulle.
Que peut-on dire d’'une partie d’'un ensemble néghtgee ? De la réunion d’'un
ensemble négligeable et d'un ensemble de deb&ité

Il Soit B={b,,b,,b,,..} un ensemble infinily <b, <b, < ).; on appelledensité

relative d’un ensembl@ dansB (ou fréquencedes éléments d& parmi ceux dé, ou
encore probabilité gu'un élément deA soit dansB), la limite, si elle existe, de

J.(A/B)= i b by b quand n tend vers I'infini. Notatiord(A / B).

n
(A/Bselit: “A sachant B”)

1) Lemme : soit(u, )., une suite numérique eépn)nZl une suite d’entiers verifiant
P, < Pray < P, +1 pour toutn > 1 etlim p, =+ ; montrer que(u,, )est convergente
si et seulement gu,, ) l'est.

2) Montrer que sA et B ont une densitéB non négligeable, alors la densité relative

de A dansB existe et vautM .

4(B)

Indication : montrer qué, (An B) =9, ,(A/B).9,(B .)
N

3) On dit que les événements “étre dans A “ ere“éans B” sonindépendantgou
plus simplement que A et B sont indépendants) € Ant une densité & An B) =
0(A).o(B).

a) Vérifier qu’un ensemble négligeable est indéjaeh de tout ensemble ayant
une densitée.

b) Montrer que si A et B ont une densitéA).0(B) # 0, A et B sont

indépendants si et seulementdéh / B) = &(A) ; donner la CNS symétrique de la
précédente.

4) Soientp etg deux entiers ; étudier I'indépendance des évéentmeéatre multiple
dep” et “étre multiple dey”.

5) SoientA etB deux ensembles infinis. On écrit :
A={aa,,a,,.}, aveca <a,<a, < ...

B={b,,b,,b,...}, avech <b, <b, < ...

Et I'on noteAg la partie deA : {abl,abz,abs,..}.

Montrer que sA etB ont des densitédg aussi ed(Ag ) = 0(A).0(B).



Indication : traiter a part le ca® négligeable, et sb(A) # 0, montrer que
3(A, / A)= 5(B) ou bien utiliser | 2).

IV La densité des nombres premiers.
Soit P={p,=2p,=3p,=5,..} ou(p,)., estlasuite strictement croissante des

nombres premiers.
Désignons pah I'ensemble des multiples ge

1) Montrer que la densité de°An..n°A est égale a

(122} o).
Py P, Py
2) ** Montrer queklim P, =0.
3) En remarquant qu& contient tous les nombres premiers a partirpdg,
montrer quelﬁdn([@)s P..

4) En déduire quP est de densité nulle et que dopg>>n.
Il a été démontré plus précisément en 1896 par iHadhet de La Vallée Poussin

quev, (P)~|l, ce qui redémontre évidemment diest de densité nulle.
nn
5) En déduire un équivalent simplegjeguandn tend vers l'infini.
IV UNE APPLICATION INATTENDUE

1) Soienta et3 deux réels > 1 ; prouver I'équivalence des énoncés
(1) a et sont irrationnels et @&/+ 1 = 1.

(2)N* est la réunion disjointe dA:{[na]/ nDN*} et B={[ ]/ rDN*} .
Indications : pour (1) => (2), raisonner par l'attlaien supposant successivement :
AUB#N* puis An B£0.

pour (2) => (1), raisonner par l'absurde pour peyuquea et B sont
irrationnels et utiliser les densités AetB pour montrer I + 13 = 1.

2) Poura = ¢ (nombre d’or), déterminer par exemple :
{[na]/nDN*} n[129 et{ [ng] /nDN*} n 1,20

Quelle propriété semble avoir la su([a¢]) ?



