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DEVOIR MAISON N° 3.6

EXERCICE 1.

Des opérateurs fonctionnels.

1) Soit T l’application de 

 dans lui-même qui à toute application f fait correspondre l’application T(f) définie par 

.

Attention : les notations 

 ou 

 n’ont aucun sens ; l’argument de T doit être une fonction, pas un réel.

1) a) Déterminer 

.

1) b) On pose

.


 calculer 

.


) Conjecturer une formule pour 

 et la démontrer par récurrence.

2) Soit U l’application de 

 dans lui-même qui à toute application f fait correspondre l’application U(f) définie par :



.

2) a) Déterminer 

.

2) b)  Conjecturer une formule pour 

 et la démontrer par récurrence.

EXERCICE 2.

CALCUL DES NOMBRES DE SURJECTIONS ET DE PARTITIONS

Soit 
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n

S

 le nombre de surjections d’un ensemble E à n éléments vers un ensemble F à p éléments (n ( p ( 0).

0) Que vaut  

 ?

1) Montrer que 

.

2) En déduire les valeurs de 
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, puis 
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, puis 
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, et , d’une façon générale de 
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.

3) Montrer que le nombre de partitions de E est : 
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; calculer 
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 pour 1 ( n ( 4.

EXERCICE 3. 

BAC MATH ELEM PARIS 1966

1) L’espace est rapporté à un repère orthonormé direct ; 

Soit 

; caractériser géométriquement l’ensemble T (faire une figure en perspective).

2) Un point M de T étant donné, montrer que les 6 points M1= M, M2,.., M6 obtenus en permutant les coordonnées de M sont situés sur un même cercle dont on donnera le rayon. Faire une figure dans le plan de T.

3) Aux points 

, 

 de T on fait correspondre le point 

, tel que 

.

3) a) Vérifier que M” appartient à T . On peut donc considérer dans T l’opération * définie par M * M’ = M”.

3) b) L’opération * est-elle  commutative, associative ? 

4) A tout point M de T on associe le triangle t(M) dont les côtés ont pour longueurs x, y et z.

Déterminer et dessiner dans l’ensemble T les quatre sous-ensembles formés des points M tels que les triangles t(M) associés : 


a) soient isocèles


b) soient rectangles.


c) aient des côtés en progression arithmétique.


d) aient des côtés en progression géométrique.

EXERCICE 4

CONVERGENCE EN MOYENNE DE CESARO

Soit 

 une suite complexe. Pour tout n ( 1 on désigne par vn la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite 

.

1) Montrer que si 

 converge vers 0, alors 

 également. 

Indication pour la démonstration : 

.

2) En déduire que si 

 converge, alors 

 également, vers la même limite. On dit alors que 

 converge “en moyenne de Césaro”.

3) Montrer que la réciproque du 2) est fausse.

4) Déduire du 2) le “lemme de l’escalier” : si une suite 

 vérifie 

 alors 

 (et donc , si a ( 0, 

).

5) En déduire que si une suite 

 à termes strictement positifs vérifie 

, alors 

. Donner un exemple prouvant que la réciproque est fausse.
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