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DEVOIR MAISON N°5

I) De belles intégrales à calculer.

1) 
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 ; réponse : 
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 : linéariser puis 
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 dans l’expression de départ et en déduire que 
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II) Racines n-ièmes.

On pose 
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On demande d’écrire les n racines n-ièmes de 1 en fonction de u, (sur 1), de calculer leur somme S, (sur 1), de calculer la somme de leurs carrés 
[image: image14.wmf]S
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 (discuter) (sur 3), et de calculer leur produit P (sur 3).

III) Relations d’ordre.
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est muni de la relation 
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 définie par : 
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1) Vérifier succinctement que 
[image: image18.wmf]£

 est bien une relation d’ordre.

2) Cet ordre est-il total ?

3) Faire une figure représentant l’ensemble des majorants d’un point 
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4) Soit D le disque fermé de centre 
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 et de rayon 1.


a) Représenter ses éléments maximaux, c’est-à-dire les points M de D tels qu’il n’existe pas de point M’ de D qui soit strictement supérieur à M.


b) Représenter l’ensemble des majorants de D et la borne supérieure de D.

5) La relation R définie par : 
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 est-elle une relation d’ordre ?

IV) Lois de composition.

1)  On définit dans 
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 une multiplication par 
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 ; l’addition est l’addition habituelle, et l’on sait que 
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 est un groupe commutatif.

Démontrer que 
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 est un corps commutatif (il y a 5 propriétés à prouver).

2) Montrer qu’il existe une bijection f de 
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 dans 
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  qui préserve l’addition et la multiplication (c’est-à-dire que 
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 et que 
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 est donc un « clône » de 
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3) On définit maintenant dans 
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 une nouvelle multiplication par 
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 ; l’addition est toujours l’addition habituelle.

Démontrer que 
[image: image34.wmf](
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 est cette fois un anneau commutatif non intègre (les démonstrations de la commutativité et de l’associativité de la multiplication étant similaires à celles de 1) vous pourrez les admettre, idem pour la distributivité) ; est-ce un corps ?

Déterminer les éléments inversibles de A (et leur inverse) , ainsi que les diviseurs de zéros (c’est-à-dire les (x,y) non nuls tels qu’il existe un (x’,y’) non nul vérifiant 
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V) Suite homographique, fraction continue et formule de Glénat (sur 24).

On se place dans l'ensemble 
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 où l'on pose, par convention :  
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 si z est un complexe.

Fixons un complexe y, et considérons l'application f de 
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 dans 
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, définie par 
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1) Que valent donc 
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  (sur 1) ?

2) Donner l'allure de la courbe de la restriction de f à R quand y est réel (sur 1) .

3) Soit g l'application de 
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 définie par 
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 ; montrer que f est bijective et que g est sa réciproque (méthode "deus ex machina") (sur 2) .

4) Montrer que f possède un point fixe (i. e. un complexe z tel que 
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 et qu'elle en possède deux sinon (sur 1).

5) Montrer que si z n'est pas un point fixe de f, alors f(z) non plus (sur 1) .

On définit une suite récurrente dans 
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 par 
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6) On suppose 
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a) Construire la suite 
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 sur une figure en prenant 
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 (en rouge), puis 
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b) Montrer que si 
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 est bien définie (sur 1), et qu’elle est arithmétique (sur 1,5) ; en déduire le calcul de 
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7) Montrer que si 
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, on peut se ramener au cas précédent en considérant 
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8) On considère maintenant le cas 
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 ; soient  et  les deux points fixes de f, en les choisissant de sorte que 
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a) On suppose 
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b) Exprimer 
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 en fonction de 
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 (sur 1), montrer l'expression :
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 (sur 2).

c) En déduire que si 
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d) Si l'on écrit : 
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Comme 
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 on peut donc écrire  sous forme d'une "fraction continue" : 
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9) On se place maintenant dans le cas particulier où y est un réel 
[image: image75.wmf]³

 1.

a) Calculer  et   et justifier qu'on puisse écrire 
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 (sur 2).

b) Montrer que si x est un réel,   
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)

x

x

e

e

f

x

y

=

Û

=

ch

 (sur 0,5).

c) En déduire 
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 (sur 1), ainsi que la formule de Glénat (élève de PCSI) : 
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