SUP MPSI 2 -  FÉNELON - année 2011 - 2012

Mardi 10 janvier

A commencer avant la rentrée !

I) Exercice mathematica.

Programmer les suites suivantes :

1) 
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Question facultative : que remarquez-vous sur le comportement de cette suite pour différentes valeurs de a ?

2) 
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3) 
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4) 
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II) Formule de JANG-MICHELLAND.
Si 
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, on définit une suite de fonctions par récurrence en posant : 
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1) Donner et démontrer une formule développée pour 
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2) En déduire par cette méthode 
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1

2

n

k

k

k

=

å

 et sa limite éventuelle.

VI) PROBLÈME : fonctions arithmétiques multiplicatives (d’après bac C 1976).

Dans tout le problème, on appelle fonction arithmétique une application de N* dans Z et on note A l'ensemble des fonctions arithmétiques.

Les fonctions arithmétiques 1, id et e sont définies par :

1(n) = 1, id(n) = n et 


On suppose connu le fait  que (A, +), la loi +  étant définie par 

 (f + g) (n) = f(n) + g(n), est un groupe commutatif,

et on définit une seconde loi * dans A par :

(f * g) (n) = 

= 

.

I) 1) Développer ((f * g) * h) (12), où f, g, h sont des fonctions arithmétiques.

2) La loi * est-elle commutative, associative ?

3) La loi * admet‑elle un élément neutre ?

4) (A, +, * ) est‑il un anneau ? 

5) On pose  = 1 * 1 et  = id * 1 ;

que représentent pour l’entier n les nombres (n) et (n) ?

II) Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si et seulement si elle vérifie :

f(qq') = f(q) f(q') pour tout q et q’ premiers entre eux.

1) Vérifier que 1, id et e sont multiplicatives.

2) Démontrer que si  f et g sont multiplicatives, alors f * g est multiplicative.

3) Soit f une fonction arithmétique multiplicative. Vérifier que si la décomposition en produit de facteurs premiers de n est 

, alors 

, mais donner un exemple où 

.

Par conséquent, une fonction arithmétique multiplicative est entièrement déterminée si on la connaît sur les nombres primaires (= puissances de nombres premiers).

4) En déduire les expressions de (n) et (n), sachant que n = 

. En parti​culier, calculer (700) et (700).

III) 1) Montrer que la fonction 1 est inversible pour la loi *, d’inverse  (appelée “fonction de Möbius”) vérifiant : 

 .

 2) a) Calculer (n) pour 20 ≤ n ≤ 30.

b) Donner les valeurs de (n) pour n  ≥ 2 quelconque (discuter suivant les cas).

3) Soit  l’indicateur d’Euler 

((n) est le nombre d’entiers naturels ≤ n et premiers avec n).

a) Démontrer que 1* = id (remarquer que : 

)

b) En déduire que  est multiplicative ; donner l’expression de (n) sachant n = 

.

c) Calculer (700).

III) Problème d’arithmétique : les triplets pythagoriciens quasi-isocèles.

A) Caractérisation des triplets pythagoriciens.

Un triplet 
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 d’entiers naturels non nuls est dit pythagoricien lorsque 
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 ; il est dit de plus « réduit » lorsque 
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1) Montrer que 
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 est un triplet pythagoricien ss’il existe un triplet pythagoricien réduit 
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 et un entier k > 0 tel que 
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2) Soit 
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 un triplet pythagoricien réduit ; montrer que a,b,c sont deux à deux premiers entre eux, que c est impair et que a et b sont l’un pair, l’autre impair.

3) Soit 
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 un triplet pythagoricien réduit avec b pair, 
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a) Vérifier que q et r sont des entiers > 0 premiers entre eux.


b) Relier p,q et r et en déduire que q et r sont des carrés.


c) En déduire qu’il existe deux entiers 
[image: image20.wmf]0
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 premiers entre eux et de parités contraires tels que 
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 et que u et v sont uniques, a,b,c étant donnés.

4) Montrer que si réciproquement il existe deux entiers 
[image: image22.wmf]0
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 premiers entre eux et de parités contraires tels que 
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, alors 
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 est un triplet pythagoricien réduit avec b pair.

5) Déterminer tous les triplets pythagoriciens réduits et croissants formés d’entiers < 20.

B) Détermination des triplets pythagoriciens quasi-isocèles.

1) Un triplet pythagoricien 
[image: image25.wmf](
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 est dit quasi-isocèle si 
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 ; vérifier qu’il est alors réduit.

2) Ecrire une boucle mathematica déterminant tous les triplets pythagoriciens quasi-isocèles 
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3) Soit 
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 triplet pythagoricien réduit avec b pair ; et soient u et v les entiers correspondants déterminés dans A) ; vérifier que 
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 est quasi-isocèle si et seulement si 
[image: image31.wmf](

)

2

2

21

uvv

--=

. 

La détermination des triplets pythagoriciens quasi isocèles se ramène donc à la résolution en nombres entiers de l’équation 
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4) On définit une suite 
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 ; calculer 
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 en fonction de n.

5) Montrer que 
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 est impair pour tout n ; on pose  
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6) En déduire que 
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 ; les couples 
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 sont donc solutions de l’équation 
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 et on admettra que l’on obtient ainsi, en partant de n = 1, toutes les solutions en entiers > 0.

7) En déduire que les triplets pythagoriciens quasi-isocèles avec b pair sont les triplets 
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8)  D’après http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Pythag/pythag.html
Kayne Johnston aurait à l’âge de 13 ans remarqué la relation suivante sur 
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a) Démontrer que 
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 (utiliser l’expression explicite de 
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b) En déduire la relation de Johnston.

9) Ecrire une boucle mathematica utilisant la relation de Johnston, déterminant les n premiers triplets pythagoriciens quasi-isocèles 
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10) Démontrer que les entiers 
[image: image51.wmf]n
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 sont exactement les entiers naturels a tels que la somme 1+2+…+a soit le produit de deux entiers consécutifs.
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