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I) Liberté d’une famille de racines carrés (sur 35).

On admettra pour cet exercice que si a et b sont des entiers >0 tels que 
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a

 divise 
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, alors  a divise b (cela est une conséquence par exemple de la relation non vue en cours : 
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1) EN DÉDUIRE que si n est un entier >0 qui n’est pas un carré (d’entier), alors 
[image: image4.wmf]n

 est irrationnel (sur 3).

On dit qu’une famille de réels 
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 est Q-libre si pour tout 
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2) Soit 
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 un réel ; montrer que 
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 est irrationnel si et seulement si la famille 
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)

1,

w

 est Q-libre (sur 4).

NOTA : si vous avez l’intention de ne pas utiliser cette propriété dans la suite, passez au II) !

3) Montrer que la famille 
[image: image13.wmf](
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 est Q-libre (interdiction d’écrire des quotients dans cette démonstration) (sur 4).

4) ) Montrer que la famille 
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 est Q-libre (sur 4).

5) Montrer que le plus petit sous-anneau (pour l’inclusion) de R qui contient 
[image: image15.wmf]2

 est 
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 (on supposera connu que 
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 est un sous-anneau de R) (sur 4).

6) Quel est le plus petit sous-anneau de R qui contient 
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 et 
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 (sur 5) ?

7) Montrer que cet anneau que l’on note traditionnellement 
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 est en bijection avec 
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 (sur 4).

8) Donner un exemple de deux entiers >0 n et m distincts qui ne sont pas des carrés tels que la famille 
[image: image22.wmf](
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 ne soit pas Q-libre (sur 1).

9) Si n et m sont deux entiers >0, montrer que la famille 
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 est Q-libre si et seulement si  
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 sont irrationnels (sur 4).

10) A-t-on « 
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 avec 
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 réels non nuls Q-libre » si et seulement si « 
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 irrationnels »  (sur 2) ?

NOTA : on peut démontrer que si 
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 est une famille d’entiers distincts >0 qui ne sont pas divisibles par des carrés >1, alors la famille 
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 est  Q-libre.

Voir http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,1747  .

II)  Dénombrements : calcul du nombre de combinaisons avec répétition (sur 12).

1) On définit des nombres notés 
[image: image30.wmf]q
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 pour p et q entiers ( 1: 
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 a)  Remplir un tableau à double entrée donnant la valeur de 
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 pour 0 ( p ,q ( 4. Que remarquez vous ?

 b)  Démontrer que 
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 pour p  et q entiers naturels.

Indication : raisonner par récurrence sur n = p + q ;  l’énoncé de récurrence 
[image: image35.wmf]n
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 est donc :

« Pour tous entiers naturels p, q tels que n = p + q on a 
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2) On considère les combinaisons avec répétitions, qui sont notées comme des ensembles ; par exemple 

 (combinaison de longueur 7 telle que 
[image: image37.wmf]1
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 apparaît 3 fois, 
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 une fois, 
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 n’apparaît pas, et 
[image: image40.wmf]4

x

 apparaît 3 fois).

On note 
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 le nombre de combinaisons avec répétitions de n objets 

 (n ( 1), de longueur p (p ( 0).

a) Déterminer 
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b) Montrer que pour n ( 0 et p ( 1, parmi les 
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 combinaisons de 
[image: image48.wmf]121

,,...,,

nn

xxxx

+

 de longueur p, il y en a 
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 apparaît ; en déduire une relation entre ces 3 nombres.

c) En remarquant de plus que pour n et p ( 0, 
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, montrer que 
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 et en déduire la valeur de 
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 sous forme d’un coefficient binomial.

III) Probas et suites (sur 15).
On lance n fois une pièce équilibrée. On cherche la probabilité 
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 qu’au cours des n lancers «face» ne soit jamais suivi de «face».

1) Calculer 
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2) Déterminer une relation de récurrence double.

3) Attribuer une valeur à 
[image: image59.wmf]0
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 cohérente avec la relation de récurrence précédente.

4) Calculer 
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 en fonction de n. On trouvera 
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 et 
[image: image63.wmf]2

k

 étant à déterminer.

5) Déterminer la limite de 
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6) Démontrer que 
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 n’est autre que la suite de Fibonacci décalée (
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) et en déduire une expression de 
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 faisant intervenir la suite de Fibonacci.

IV) Sous-espaces vectoriels (sur 10).

1) Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 
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2) Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de 
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V) Familles de vecteurs (sur 16).

1) Soit  la famille de matrices à deux lignes et deux colonnes 
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REM : les réponses aux questions suivantes peuvent être données dans un ordre quelconque, mais il faut qu’elles s’enchaînent logiquement.
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 est-elle libre ? Est-elle génératrice de l’espace 
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? Quel est son rang r?  

Donner 4 – r relations entre ses éléments, et un système de 4 – r​  équations du sous-espace F engendré (les 4 coordonnées d’une matrice quelconque dans une base à préciser seront notées x,y,z,t).

2) Idem avec 
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3) Idem avec 
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4) Soit  la famille de matrices à deux lignes et deux colonnes 
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Est-elle libre, génératrice ? Quel est son rang r?  Donner 5 – r relations entre ses éléments.
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