	MPSI 
	DEVOIR MAISON DE MATHS N°9



I) Suite du problème sur les polynômes de Tchebychev.

I.A) Application au calcul de 

.

On suppose n impair égal à 2p+1, et on définit toujours 

 par 

 ; par conséquent, 
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1. Pour 
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 ; donner la valeur de 

 en fonction  des coefficients de 

.

2. En déduire les valeurs de 

, de 

, 

de 

 (réponse : 

), puis de 

.

3. Vérifier que pour 

, 

.

4. Déduire de 2. et 3. l'inégalité :



.

5. En déduire la valeur de 

.


I.B) Application à la détermination des rationnels r tels que 
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 soit rationnel.

1. Montrer que toute racine rationnelle d’un polynôme à coefficients entiers unitaire (ou normalisé) est en fait un entier.

2. On pose 
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 ; montrer que 
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 est unitaire à coefficients entiers (on pourra utiliser la relation liant 
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3. Soit r un rationnel ; montrer que 
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 est racine d’un polynôme unitaire à coefficients entiers.

4. Quelles sont donc les 5 valeurs possibles d’un 
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 rationnel ? Donner les r  correspondants.

REM : ceci prouve donc que 
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 est irrationnel pour tout 
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I.C) Compléments.

1. Montrer que si F et G sont deux fractions rationnelles de R(X), vérifiant 
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, alors F = G.

2. Montrer que 

.

Exprimer par exemple 

 en fonction de 


3. En déduire 
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4. Si x = ch u, exprimer u en fonction de x en utilisant la fonction logarithme ; en déduire une formule pour 

, valable pour x ≥ 1.

5. Déterminer 
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. Donner grossièrement l’allure de la courbe de 
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 pour n impair.
II) Exercice de base sur la dérivation.

Soit f  la fonction définie par 
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  pour x non nul et 
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1)  Déterminer un développement limité polynomial de f à l’ordre 3 au voisinage de 0 et justifier qu’elle possède un développement limité polynomial à tout ordre en 0.

2)  Qu’en déduit-on pour la fonction f en 0 ?

3) Dessiner l’allure de la courbe de f au voisinage de 0.

4) Si on montre que f est 3 fois dérivable en 0, que valent 
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5) Calculer 
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 et en déterminer un DLP à l’ordre 1 en 0 (ne jamais développer plus que nécessaire ; on trouvera : 
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 ). Qu’en déduit-on concernant la fonction f en 0 ?

III) Exercices de base sur les applications linéaires.

1) Donner un exemple d’application linéaire de 
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 dans lui-même dont le noyau soit l’hyperplan d’équation 
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 et dont l’image soit incluse dans ce noyau.

Quelle est la dimension de cette image ? En déterminer une base.

2) Donner un exemple d’application linéaire de 
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 dans lui-même dont l’image soit l’hyperplan d’équation 
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 et dont le noyau soit inclus dans cette image.

Quelle est la dimension de ce noyau ? En déterminer une base.

3) L’espace 
[image: image28.wmf]3
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 est décomposé en la somme directe 
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 où F est le plan d’équation z=0 et G la droite x = y = z ;  p est la projection de base F et de direction G, q la projection de base G et de direction F, s la symétrie de base F et de direction G, f la dilatation (ou affinité) de base F, de direction G et de rapport 2.

On demande de déterminer en fonction de x, y et z, 
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IV) La division suivant les puissances croissantes ; application à la décomposition en éléments simples.
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Si l’on effectue une division de polynômes écrits suivant les puissances croissantes, en procédant exactement comme pour la division euclidienne mais en éliminant à chaque étape le terme de plus bas degré au lieu d’éliminer celui de plus haut degré, on obtient une division appelée « division suivant les puissances croissantes », conduisant au théorème :

Etant donné deux polynômes A et B, le terme constant de B étant non nul, et un entier naturel non nul n (l’ordre de la division), il existe un unique couple (Q,R) de polynômes vérifiant les conditions :
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1) Poursuivre la division de 
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 commencée ci-dessus jusqu’à l’ordre n = 4.

2)  Décomposer en éléments simples dans C la fraction rationnelle 
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 ; la partie polaire relative au pôle 0 sera obtenue par simple application de la division faite dans le 1).

3) Montrer l’unicité du couple (Q,R)  vérifiant les propriétés (1) ci-dessus.

4) Décomposer en éléments simples dans C  
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indication : poser Y= X –1.
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