	MPSI
	DEVOIR LIBRE DE MATHS N°10
	


I) Pour approfondir le DS 9.

1) Donner un exemple de fonction discontinue en tout point de R qui possède une fonction réciproque (avec justification).

2) Soit  E un espace vectoriel de dimension paire 
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, F un sous-espace vectoriel de dimension 
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 ; montrer qu’il existe un endomorphisme f de E dont l’image est F et le noyau inclus dans F et un endomorphisme g de E dont le noyau est F et l’image incluse dans  F ; on donnera l’expression analytique de f et de g dans une base bien choisie, ainsi que leur matrice dans cette base.

3) Donner une méthode donnant les coefficients des polynômes de Taylor de la fonction th en 0, similaire à celle du Ds 9   pour tan.

4) Que pensez vous de la suite définie par 
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II) Exercice de base sur les matrices.

Soit D une matrice diagonale de 
[image: image4.wmf](
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 dont tous les coefficients diagonaux sont distincts ; on considère l'endomorphisme f de 
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 défini par
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. On demande de déterminer le noyau et l'image de f.

III) Exercice sur les développements limités.
Soit 
[image: image7.wmf]f

 une fonction numérique de variable réelle ayant pour développement limité au voisinage de 0 :
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On pose 
[image: image9.wmf]g
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1)  Quelle est la meilleure précision que l'on peut espérer pour le développement limité de 
[image: image11.wmf]h
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 au voisinage de 0, avec ces données?

2)  Déterminer ce développement limité à la précision 
[image: image12.wmf]x
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.

3) On suppose que la loi de formation du développement limité de 
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 continue à l'identique pour donner un développement illimité, c'est-à-dire que sur un voisinage V de 0 :
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    Trouver une expression condensée de 
[image: image15.wmf]f
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 sur V.

IV) Problème d’algèbre linéaire (d’après deug).

Soit n un naturel non nul, E un espace vectoriel réel de dimension 
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 une base de E. On considère l’endomorphisme de E défini par 
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1) On donne le vecteur 
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 ; déterminer 
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 pour k < n puis pour k = n (retenir ces résultats !).

2 )
a) Ecrire la matrice A de f dans la base  . 

b) Que remarquez vous de la matrice A ? 

c) Quelle est sa trace ?

3) 
a) Donner les valeurs de 
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 suivant les valeurs de i et j. 

b) Calculer 
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c ) Que dire de 
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d) Montrer que pour 
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 (indication, à justifier : 
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4) Déterminer le rang de f. 

5)  Soit 
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 la famille de vecteurs de E définie par 
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 ; montrer que 
[image: image31.wmf]1
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 est une base de 
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.
6)  Déterminer 
[image: image33.wmf]ker
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par son équation cartésienne dans B et par une base 
[image: image34.wmf]2
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.

7)
 a) Montrer que la famille 
[image: image35.wmf]C

 obtenue en mettant bout à bout les vecteurs de 
[image: image36.wmf]1
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 et 
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 est une base de E. 

b) Qu’en déduit-on pour 
[image: image38.wmf]Im
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 et 
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c) Que peut-on alors affirmer d’après le théorème de la restriction ?

8) Soit 
[image: image40.wmf]°
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 la restriction de f à 
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 (pour l’ensemble de départ et l’ensemble d’arrivée) ; déterminer la matrice B de 
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 dans 
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 ; que peut-on dire de B d’après 7c) ?

9) 
a) Soit 
[image: image44.wmf](
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 ; montrer que F  est stable par 
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 (c’est à dire que 
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b) Montrer que la restriction g de 
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 à F est un automorphisme de F et écrire la matrice de g dans la base 
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 de F.

10) On donne la matrice carrée d’ordre n : 
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justifier qu’elle est inversible et déterminer son inverse pour n = 2 puis n = 3.

11)  Déterminer la forme générale de 
[image: image50.wmf]2
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 pour p entier naturel (on pourra décomposer 
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 en somme de deux matrices qui commutent).
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