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	DEVOIR MAISON DE MATHS 



I) Étude d’une application linéaire et application à une suite récurrente.
Un K- espace vectoriel E de dimension 4 est rapporté à la base 
[image: image1.wmf](

)

,,,

ijkl

=

rrrr

B

. On considère l’endomorphisme f de E défini par 
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1) On donne 
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 de coordonnées x, y, z, t dans B ; calculer les coordonnées X,Y,Z,T de 
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  en fonction de x, y, z, t. Déterminer le noyau de f ; que peut-on dire de f ?

2) Déterminer une base, une représentation paramétrique et un système d’équations cartésiennes des noyaux et images de 
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  (on rappelle que 
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). On présentera les résultats dans un tableau :

	
	base
	Représentation paramétrique
	Système d’équations cartésiennes
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3) Vérifier que 
[image: image13.wmf](

)

(

)

kerker3

EE

Efidfid

=+Å-

 ; si 
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 se décompose en 
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 que vaut 
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 ? Quelle est donc la nature géométrique de ​ 
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4) Soit n un entier naturel ; pour 
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, que vaut 
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 ? Et pour 
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5) En écrivant les valeurs obtenues de 
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 obtenues dans 4) pour chacun des vecteurs des bases de  
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, déduire les expressions de 
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 en fonction de 
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 (on trouvera par exemple 
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 avec 
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calculer les coordonnées 
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 de 
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  en fonction des coordonnées x, y, z, t de 
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6) Justifier le fait que les résultats obtenus en 4) et 5) sont encore valables si n est un entier négatif.

7) A,B,C,D jouent au « jeu » suivant : A dit un nombre  (disons 1), B dit un autre nombre (disons 2), C dit un troisième nombre (disons 3), et D dit un nombre (disons 4) (tour de table 0).

Ensuite, à chaque tour de table, chacun doit dire la somme des nombres dits par les trois autres au tour de table précédent.

Au dixième tour de table, que diront respectivement A,B,C,D  s’ils n’ont pas fait d’erreur ?

Indication : si 
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 sont les nombres dits respectivement au n-ième tour de table par A,B,C,D, et si l’on pose 
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, puis utiliser les résultats de 5).

II) DL. 
On sait que deux fonctions f et g définies au voisinage de 
[image: image35.wmf]+¥

 vérifient, quand x tend vers 
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 : 
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1) Quelle est la meilleure précision que l’on peut espérer pour le développement de 
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)

(

)

gfx

 quand x tend vers 
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? Déterminer ce développement.

2) Supposant que g est la fonction réciproque de f sur un voisinage de 
[image: image41.wmf]+¥

, déterminer les coefficients du développement de g en fonction de ceux de f.

3) Appliquer ceci à la détermination du développement asymptotique de la réciproque de la fonction 
[image: image42.wmf]1/
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, après avoir justifié qu’elle possédait bien une réciproque au voisinage de 
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 et admis que son développement est du type précédent. Allure des courbes de f et 
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 sur ce voisinage.

On suppose dorénavant 
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On demande, pour chacune des fonctions g,h,k suivantes, de déterminer le meilleur développement limité, polynomial ou généralisé, que l’on peut obtenir sachant que 
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4) 
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 quand x tend vers 0 ; que peut-on dire concernant la fonction g en 0 ? Allure de sa courbe au voisinage de 0.

5) 
[image: image48.wmf](

)

1

3

1

1

x

hxxf

x

æö

æö

=+

ç÷

ç÷

èø

èø

 quand x tend vers 0. 

6)  
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 quand x tend vers 
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. Allure de la courbe de k au voisinage de 
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.

III) Exemples d’applications linéaires, noyaux, images.

Pour chacune des applications suivantes, on demande de prouver leur linéarité (sauf exceptions signalées), de déterminer leur noyau et leur injectivité ou non injectivité, de déterminer leur image et leur surjectivité ou non surjectivité. En cas de bijectivité, on écrira la réciproque.

1) 
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 (linéarité admise).

2)   A étant un polynôme de degré n
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 fixé, 
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3)  
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 (linéarité admise).

4)  
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IV) Sur 
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 pour f impaire. 

Soit f une fonction de variable réelle définie sur  et impaire.

Pour x strictement positif, on pose  
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On suppose que f est infiniment dérivable en 0.

1) Montrer qu’on peut prolonger g par continuité à droite en 0 ; le prolongement sera toujours noté g.

2) Montrer que g possède un développement limité polynomial à droite en 0 à tout ordre.

Quelle information peut-on en tirer a priori sur la classe Dk   de g à droite en 0 ? Donner la valeur de 
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3)  Dans le cas où 
[image: image62.wmf](
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, donner l’allure de la courbe de f au voisinage à droite de 0 en indiquant bien la tangente.

4) Calculer 
[image: image63.wmf](
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, et déterminer son développement limité à l’ordre 1 en 0 à droite, en utilisant celui d’ordre 5 de f en 0, et celui d’ordre 4 de f’ en 0. En déduire que g est deux fois dérivable à droite en 0 (on trouvera 
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5)  On admet que g est en fait infiniment dérivable à droite en 0. En déduire alors grâce à la formule de Taylor la valeur de 
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 à partir de f.

6) Soit f la fonction de variable réelle définie par 
[image: image67.wmf](
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 où 
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 est la fonction de Dirichlet, prolongée par 
[image: image69.wmf](
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 . Montrer que f est impaire, et qu’elle admet un développement limité polynomial (très simple) à tout ordre à droite en 0. Montrer que la fonction g associée admet aussi un développement limité à tout ordre en 0 à droite en 0 (elle est donc dérivable en 0 à droite) , mais qu’elle n’est pas deux fois dérivable en 0 à droite.

_1299480673.unknown

_1364474396.unknown

_1364477110.unknown

_1490720149.unknown

_1555499331.unknown

_1555500614.unknown

_1555587614.unknown

_1555589841.unknown

_1555500760.unknown

_1555500712.unknown

_1555500414.unknown

_1555500522.unknown

_1555500096.unknown

_1490770425.unknown

_1490770426.unknown

_1490723565.unknown

_1490723733.unknown

_1490719825.unknown

_1490719981.unknown

_1490719798.unknown

_1460661536.unknown

_1364475734.unknown

_1364475965.unknown

_1364476485.unknown

_1364475805.unknown

_1364475558.unknown

_1364475650.unknown

_1364474507.unknown

_1362987745.unknown

_1364474216.unknown

_1364474192.unknown

_1364474209.unknown

_1299848278.unknown

_1299848343.unknown

_1299848482.unknown

_1299848285.unknown

_1299848235.unknown

_1265032228.unknown

_1265034724.unknown

_1265034786.unknown

_1299480143.unknown

_1299480359.unknown

_1265034793.unknown

_1265034753.unknown

_1265032329.unknown

_1265032280.unknown

_1265032294.unknown

_1140977915.unknown

_1265032170.unknown

_1265032221.unknown

_1140977973.unknown

_1265031464.unknown

_1140977940.unknown

_1140253329.unknown

_1140253332.unknown

_1140253334.unknown

_1140253335.unknown

_1140253331.unknown

_1140253318.unknown

_1140253323.unknown

_1140253315.unknown

