	MPSI
	DEVOIR MAISON DE MATHS N°11
	


I)  Temps de traversée de la terre par gravité.


[image: image1.wmf]Un tunnel rectiligne est creusé le long d’un diamètre de la terre ; un objet est lancé sans vitesse initiale à l’un des orifices. On se propose de déterminer le temps T pour attendre l’autre orifice, en ne tenant compte que de la force de gravitation.

A) On suppose, dans un premier temps, ce qui est fantaisiste d’un point de vue physique, que la masse entière de la terre est concentrée en son centre. 

1) Le tunnel étant pris pour axe Ox, O étant le centre de la terre, montrer que l’équation différentielle régissant le mouvement entre le premier orifice et le centre de la terre est 
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 où g est l’accélération de la pesanteur à la surface de la terre et R le rayon de la terre.

2) En multipliant cette équation par x’ et en intégrant, montrer que 
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3) En déduire que 
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4) Calculer I en posant 
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5) En déduire 
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 ; calculer T en minutes (R = 6,4 106 m).

6) Quelle est la vitesse du mobile au centre de la terre ? Donner l’allure de la courbe de la fonction x sur [-R, R].

B) On suppose maintenant, ce qui, en vertu du théorème de Gauss, est conforme à la réalité physique, que l’attraction sur le mobile à la distance x du centre O de la terre n’est effectuée que par la masse de la terre située dans la sphère de centre O et de rayon x, et que cette attraction revient à considérer cette masse concentrée en O ; de plus, la répartition de masse dans la terre est supposée homogène. 

1) Montrer que l’équation différentielle régissant le mouvement entre le premier orifice et le centre de la terre est 
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2) Montrer que 
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3) En déduire que 
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 ; calculer J. 

4) En déduire 
[image: image12.wmf]R
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 ; calculer T en minutes.

5) Quelle est la vitesse du mobile au centre de la terre ? Donner l’allure de la courbe de la fonction x sur [-R, R].

II) Vers la transcendance de e ; d’après bac C Bordeaux 1972.

A) On pose pour 
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1) Montrer que 
[image: image15.wmf](
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2) Montrer que pour 
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x

¹

, 
[image: image17.wmf](

)

1

0

x

n

e

Ix

x

-

££

 ; et pour x = 0 ?

3) Déduire de ce qui précède que pour tout x, 
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4) Montrer que 
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5) Montrer que pour tout x, 
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6 ) En déduire que pour tout x, 
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B) On se propose de démontrer que e n’est solution d’aucune équation polynomiale à coefficients entiers de degré 1 ou 2.

1) Montrer que si ce résultat est démontré, alors on peut affirmer que ni e, ni 
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Soient a,b,c trois entiers ; supposons que 
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 ; il s’agit donc de démontrer que a=b=0.

2) On pose 
[image: image25.wmf](

)

(

)

(

)

!11

nnn

unaebce

=++-

 ; montrer que 
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 est entier.

3) Montrer que 
[image: image27.wmf](
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=0 ; en déduire que 
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4) En déduire qu’il existe un rang 
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 à partir duquel la suite 
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5) Soit n un entier pair 
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Conclure.

Plus généralement, on peut démontrer que e n’est solution d’aucune équation polynomiale à coefficients entiers, de quelque degré que ce soit ; on dit que e est transcendant.
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