	
	DEVOIR MAISON DE MATHS N°11
	


I) Loi de Benford harmonique.

1) Soient 
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 deux entiers naturels > 0 ; montrer à l'aide d'intégrales que 
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2) Pour tout entier naturel n, on pose 
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 puis pour tout entier naturel N :  
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; montrer que 
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3) Soit q un chiffre q entre 1 et 9 ; quels sont les entiers possédant N chiffres dont le premier chiffre est égal à q ?

4) Pour tout entier n > 0, on considère l'ensemble 
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 formé des entiers naturels compris entre 1 et n dont le premier chiffre décimal est égal à q et on pose 
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  (ce nombre représente la probabilité qu’un nombre choisi au hasard entre 1 et n commence par q) ; montrer que la suite 
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 n’a pas de limite (demander des tuyaux à Paul Guillemet). On montrerait de même que  les suites 
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 n’ont pas de limite pour les autres valeurs de q.

5) On pose
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)

(

)

1

1

1

n

kEq

n

n

k

k

Pq

k

Î

=

¢

=

å

å

 ; ce nombre représente aussi la probabilité qu’un entier entre 1 et n commence par q, mais les entiers ne sont plus considérés comme équiprobables : l’entier k a été affecté du poids 1/k. Cela revient intuitivement à accorder aux nombres une importance inversement proportionnelle à leur grandeur.

La suite 
[image: image11.wmf](
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 possède alors une limite, ce que nous allons partiellement démontrer.

On pose pour tout entier naturel N :
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 . Exprimer ce nombre à l'aide de suites définies dans 2).

6) Montrer que 
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 (loi de Benford harmonique) ; donner des valeurs approchées sous forme de pourcentages des nombres 
[image: image14.wmf](
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pour q allant de 1 à 9.

II) Intégrale et formule de Wallis, formule de Stirling.

On pose pour 
[image: image15.wmf]N
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1) Pour n ≥ 2, en écrivant (et justifiant !) que 

, déterminer une relation de récurrence entre In et In–2.

2) En déduire la valeur de In, en séparant les cas : n pair et n impair.

Réponse dans le cas pair : 
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3) En raisonnant directement sur l'intégrale, prouver que la suite (In) est décroissante ; en déduire les inégalités : 
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 puis que 
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4) En déduire la formule de Wallis : 
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 (ceci donne donc un équivalent de la probabilité d’avoir autant de piles que de faces quand on joue 2p fois à pile ou face).

5) Déterminer 
[image: image20.wmf])
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(autre forme de la formule de Wallis).

6) On pose 

.

 Montrer à l’aide des développements limités que 
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7) En déduire que (un ) est  convergente ; on admettra que sa limite l est > 0.

8) Donner la limite de 

 en fonction de l, et simplifier l'expression de vn.

9) En utilisant la formule de Wallis déterminer la valeur de l et en déduire un équivalent de n! (formule de Stirling, 1730).

IV) Exercices sur l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

1)  Question de cours : écrire l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace euclidien E en précisant bien les données ; indiquer le cas d’égalité et traduire cette inégalité dans le cas où E est égal à 
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 muni du produit scalaire usuel, puis dans le cas où 
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 muni du produit scalaire vu en cours défini par une intégrale.

2) On pose 
[image: image24.wmf]å
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a) Montrer en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz que  
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b) Montrer que 
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 est majorée et en déduire 
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3) 
a) Montrer par un changement de variable que 
[image: image29.wmf](
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 et en déduire la valeur de I à l’aide d’un deuxième changement de variable.


b) Appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz à I et en déduire que 
[image: image30.wmf]4
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