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	MPSI
	DEVOIR LIBRE DE MATHS N°12




I) Exercice d’intégration ; développement limité à la précision 1/n d’une somme de Riemann.
REM : la question 3) peut être résolue en admettant 2)d).


1) Soit f une fonction réelle de classe C1 sur 
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Montrer que 
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, puis qu’il existe 
[image: image3.wmf][

]

,

c

ab

Î

 tel que 
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2) Soit f une fonction réelle de classe C1 sur [0,1] ; n un entier naturel non nul ; pour k entier entre 1 et n, on pose 
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 une somme de Riemann à l’ordre n de f, et 
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a) Vérifier que 
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b) Montrer qu’il existe n réels 
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c) Que vaut 
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d) En déduire que 
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e) Lister les théorèmes d’analyse utilisés pour obtenir ce résultat.


3) a)Application 1 : 
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 ; déterminer un développement asymptotique de 
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 sous la forme 
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b) Application 2 : 
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  où p est un entier > 1; déterminer un développement asymptotique à 2 termes de 
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II) Angles d’Euler et forme générale d’une matrice de rotation en dimension 3.

L’espace euclidien orienté de dimension 3 
[image: image18.wmf]3
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 est rapporté à une base orthonormée directe 
[image: image19.wmf](

)

,,

ijk

=

rrr

B

 ; comme d’habitude, les axes 
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 sont notés 
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 etc…

On considère une autre base orthonormée directe 
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, et r l’unique rotation transformant 
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 en 
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Le plan xOy est orienté par 
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 et le plan XOY est orienté par 
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Le but de ce problème est de définir des angles 
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 dits d’Euler, permettant de repérer 
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 dans 
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 autour de vecteurs de 
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Soit tout d’abord 
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 la mesure de l’angle entre 
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 , appelé angle de nutation ; si 
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 sont non colinéaires, il existe une unique rotation 
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 d’angle 
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 transformant 
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 autour de 
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 transforme bien 
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 est à la fois dans xOy et dans XOY.

On définit maintenant l’angle de précession 
[image: image57.wmf][
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 comme la mesure de l’angle orienté 
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 dans le plan xOy , et on note 
[image: image59.wmf]1

r

 la rotation autour de 
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 d’angle 
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, transformant 
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On définit enfin l’angle de rotation propre 
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 comme la mesure de l’angle orienté 
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 dans le plan XOY , et on note 
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 la rotation autour de 
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 d’angle 
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, transformant 
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Conseil : pour visualiser ces 3 angles, manipuler l’animation :

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Cinematique/euler1.html
1) Calculer 
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On passe donc de 
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 à 
[image: image75.wmf]C

 en 3 étapes :

Première étape : rotation 
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 autour de 
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 d’angle 
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 transformant 
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Deuxième étape : rotation 
[image: image81.wmf]2
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 autour de 
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 d’angle 
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 transformant 
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Troisième étape : rotation 
[image: image86.wmf]3
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 autour de 
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 d’angle 
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 transformant 
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2) Si 
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 est un vecteur non nul, et 
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 un réel, on note 
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 la rotation autour de 
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 ; monter que si f  est une isométrie quelconque, 
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Indication : poser 
[image: image97.wmf](
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, vérifier que c’est une rotation et chercher son axe et son angle.

3) En utilisant 2), montrer que 
[image: image98.wmf],,,
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4) En déduire que le groupe des rotations de 
[image: image99.wmf]3
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 est engendré par l’ensemble des rotations autour de deux axes orthogonaux donnés. (Une conséquence de ceci est que lorsque l’on manipule un objet à la souris (vers le haut : rotation autour de Ox ; vers la droite : rotation autour de Oz), on peut obtenir toutes les orientations possibles de l’objet).

5) En déduire aussi que la matrice de r dans la base 
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 est
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6) Exemple : déterminer 
[image: image103.wmf],,
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 lorsque r est la rotation d’angle 
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p

 autour du vecteur de coordonnées 
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; idem lorsque r est la rotation d’angle 
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 autour de 
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7) Montrer que l’angle 
[image: image108.wmf]a

 de la rotation r vérifie :
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On montre que son axe est dirigé par 
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 de coordonnées :
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