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MPSI2  FENELON - année 10 - 11

DEVOIR SURVEILLÉ N°7B

Concours blanc d’algèbre – 3 heures

I) Sous-espaces vectoriels de K4.
On se donne dans  K4 les 5 vecteurs : 
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1) Que peut-on dire, sans calcul, de la famille (a, b, c, d, e) ?

2) Déterminer le rang de la famille (a, b, c, d) , ainsi qu’une relation non triviale entre ses vecteurs.

3) Déterminer un système d'équations cartésiennes de F = Vect(a, b, c).

4) Vérifier que d et e appartiennent à F ; qu’en déduit-on, pour les familles (a, b, c, d)  et (a, b, c, e) ?

5) Montrer que (a, b, c) est une base de F. Déterminer les coordonnées de d dans cette base.

6) Déterminer un vecteur f très simple tel que 
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 soit libre. Que peut-on dire de la famille 
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7) Que peut-on alors dire des sous-espaces vectoriels 
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8) Déterminer les coordonnées du projeté 
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 parallèlement à 
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 du vecteur 
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9) Soit T  l’application de K3 dans K4 définie par 
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. Quel est l’ensemble 
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 ? T est-elle surjective ? T est-elle injective ? (On peut répondre à cette question avec un minimum de calculs, en utilisant 5) ; mais on peut aussi y répondre en faisant des calculs...)
II) Polynômes passant par des points donnés avec des dérivées données.

1) Soit 
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 un quadruplet de réels ; montrer qu’il existe un unique polynôme  
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tel que 
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ce polynôme sera noté 
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2) Déterminer 
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 (on les mettra sous forme factorisée) ; exprimer 
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 en fonction de 
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3) Montrer que 
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 est une base de 
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 ; donner l’expression d’un polynôme P de 
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 dans cette base en fonction des valeurs de P et de sa dérivée, en 0 et en 1.

4) On note 
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 l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à n , entier supérieur ou égal à 3, et on note F la partie de E formée des polynômes P tels que 
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.  Justifier rapidement que F est un sous-espace vectoriel de E.

5) Montrer en utilisant 1) que 
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6) On note P* le projeté d’un polynôme P de E sur 
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 parallèlement à F ; exprimer P* en utilisant la notation 
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 donnée dans 1).

7) Déterminer par exemple 
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8) Soient f et g les fonctions numériques associées 
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* ; dresser le tableau de variations de g et tracer les courbes de f et g sur [-1,1].

9) Montrer que tout polynôme divisible par 
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 appartient à F. En déduire une base simple de F.

10) E désigne maintenant l’espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R et dérivables en 0 et 1, F le sous-espace vectoriel formé des fonctions f vérifiant 
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, et 
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 le sous-espace vectoriel formé des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 3. Par un raisonnement similaire à celui fait dans 5), on montrerait que 
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. On note alors f* le projeté d’une fonction f de E sur 
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 parallèlement à F . On demande de déterminer exp* et de tracer dans un même repère, sur [-1,1],  les courbes des fonctions exp et exp*, à l’aide de la calculatrice.

III) Rectangles magiques.

On désigne par rectangle magique un élément 
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 dont les lignes ont même somme s, les colonnes ont même somme 
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1) Justifier sans calculs que l’ensemble E des rectangles magiques est un sous-espace vectoriel de
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2) Déterminer la forme générale d’un rectangle magique en fonction de 
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3) En déduire une base 
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 de E ainsi que
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4)  Montrer qu’il est impossible de trouver un rectangle magique faisant intervenir tous les entiers de 1 à 6.

5) Déterminer un rectangle magique R faisant intervenir les entiers de 1 à 7 sauf l’un d’entre eux. Déterminer les coordonnées de ce rectangle dans la base du 2).

6) Justifier brièvement que l’ensemble 
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 des rectangles (2,3) dont les lignes et les colonnes ont une somme nulle est un sous-espace vectoriel de E, en donner une base et la dimension.

7) Compléter la base de 
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 en une base 
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 de E dont les éléments n’ont que des coefficients égaux à 1, -1 ou 0. En déduire un supplémentaire F de 
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 très simple (
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8) Déterminer le projeté 
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 parallèlement à F du rectangle R de 5) et le projeté 
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 de R sur F parallèlement à 
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