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SUP MPSI 2  FENELON- année 10 - 11

DEVOIR SURVEILLÉ N°12

Veuillez svp indiquer sur votre copie votre souhait à l’instant t pour l’année prochaine.

I) Courbes paramétrées.

Etudier les courbes paramétrées 
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Réduction de l’intervalle d’étude, variations, détermination de la nature des points stationnaires et des branches infinies, tracé soigné des courbes en repère orthonormé avec les tangentes aux points remarquables et les asymptotes éventuelles.

Aide : 

x=t/(1-t^2);y=1/(1+t^3);Series[y+….x,{t,-1,1}]

….+11 (t+1)/36+O[t+1]2
Démontrer que la première courbe ne possède pas de point d’inflexion. On ne recherchera pas ceux de la deuxième, mais on indiquera sur la figure où ils semblent se trouver.

II) Courbe en coordonnées polaires.
1) Etudier la courbe 
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 d’équation polaire 
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  (réduction de l’intervalle d’étude, variations, étude des branches infinies, tracé complet, le motif de base en rouge).
2) Montrer que la courbe 
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 est image de la précédente par une rotation.
III) Intégrales multiples.

On pose comme dans le cours 
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, sommes partielles des séries harmonique et quadratique.

1) a) Pour 
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 b) En déduire que 
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c) Effectuer le changement de variable 
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 et en déduire une expression de 
[image: image13.wmf]n

h

 sous forme d’une somme faisant intervenir des coefficients binomiaux.

2) a) Pour 
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b) En déduire 
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c) Effectuer le changement de variable 
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 et en déduire 
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3) On pose 
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a) Pour 
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b) En déduire 
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c) Effectuer le changement de variable 
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IV) Norme d’un endomorphisme d’un espace euclidien ; endomorphismes contractants.

A) Norme d’un endomorphisme.

Dans ce problème E désigne un espace euclidien orienté de dimension m. On rappelle que 
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 est le groupe des automorphismes de E.

On désigne par S l’ensemble des vecteurs de E dont la norme est égale à 1.

Etant donné un endomorphisme f de E, on désigne par « norme de f » et on note 
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 la borne supérieure des réels 
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Un théorème, généralisation du théorème de Weierstrass, permet d’affirmer que cette borne est finie et qu’elle est atteinte.

On a donc 
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On admet que ceci définit bien une norme sur l’espace vectoriel 
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1) Montrer que  
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2)  Quelle est la norme d’une homothétie ?

3)  Dans cette question m = 2 , et f est un endomorphisme de matrice 
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 dans une base orthonormée 
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 ; montrer que sa norme est égale à 2.

4) Plus généralement, quelle est la norme d’un endomorphisme dont la matrice dans une base orthonormée 
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 est diagonale (i.e. tous ses termes non diagonaux sont nuls) ? 

5) Quelle est la norme d’une isométrie (ou automorphisme orthogonal) ? Un endomorphisme de norme 1 est il forcément une isométrie ? Est-il forcément bijectif ?

6) Dans cette question m = 3 , et f est un endomorphisme de matrice 
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 dans une base orthonormée directe 
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 ; montrer que f  est la composée d’une homothétie et d’une isométrie dont on donnera la nature et les éléments caractéristiques.  Quelle est la norme de f?

7) Montrer que si f et g sont deux endomorphismes de E, alors 
[image: image40.wmf]fgfg
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8) Donner un exemple simple où 
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9)  On désigne par 
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 l’ensemble des endomorphismes de E de norme inférieure ou égale à 1.

a)  
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b) 
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 est-il un sous-groupe de 
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10)  Dans cette question m = 2 , et f est un endomorphisme de matrice 
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 ; montrer que le carré de sa norme est égal à 
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B) Endomorphismes contractants.

On désigne par endomorphisme contractant, un endomorphisme de norme strictement inférieure à 1.

1) Une condition nécessaire pour que f soit un endomorphisme contractant est donc que 
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2) Dans cette question m = 2 , et f est un endomorphisme de matrice 
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 dans une base orthonormée 
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 ; déterminer les valeurs de b pour lesquelles il est contractant.

3) On rappelle que si f est un endomorphisme et n un entier naturel non nul, 
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 ;  f étant un endomorphisme contractant, majorer 
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4) Un endomorphisme vérifiant 
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 est-il forcément contractant ?

5) Soit f un endomorphisme contractant ; montrer que 
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6) Dans cette question m = 3 , et f est un endomorphisme de matrice 
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a) En vous aidant du listing mathematica suivant :

A={{3,1,-1},{1,3,1},{-1,1,1}}/6;

Solve[Det[A-u IdentityMatrix[3]]0,{u}]

{{u0},{u1/2},{u2/3}}

Solve[A.{x,y,z}{0,0,0},{x,y,z}]

{{y-x,z2 x}}

Solve[A.{x,y,z}{x,y,z}/2,{x,y,z}]

{{y-x,z-x}}

Solve[A.{x,y,z}{x,y,z}2/3,{x,y,z}]

{{yx,z0}}
montrer qu’il existe une base orthonormée 
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 dans laquelle la matrice de f est diagonale. Qu’en déduit-on pour f ?

b) Soient 
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Déterminer les limites de ces 3 suites en utilisant des questions antérieures du problème.

c) Justifier sans calcul que 
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[image: image68.wmf](

)

1

3

721

1

271

3

114

IA

-

-

éù

êú

-=

êú

êú

-

ëû

). En déduire les coordonnées du vecteur 
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d) Soient 
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Relier les suites 
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 en utilisant c). En déduire les limites de ces 3 suites.

7) Soit 
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 l’endomorphisme de E dont la matrice dans une base orthonormée 
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a)  Montrer que 
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b) Le vecteur 
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