PROBLEME SUR LES PROJECTIONS DE L'HELICE

R. FERREOL ferreol@mathcurve.com

PRELIMINAIRES

L'espace affine euclidien orienté E, de dimensigna8socié a I'espace vectori®, est rapporté au repére

orthonormé direct @T j E), daxes Ox, Oy, Oz. Le produit scalaire de dewectgurs
uetv est notéfa| v Bt leur produitvectorieﬂ Cov .

On considére dans E I'hélice circulaire (H) d'éipas paramétriques :

X =Rcost
y =Rsint ou R et h sont deux constantes > 0.
z=ht

L'objet de ce probleme est d'étudier les projewiorthogonales et coniques planes de (H).

La partie 11l est indépendante des deux premipagses.

PARTIE | : Formules de projection orthogonale.

1) Soit n un vecteur de norme égale a 1, de coordonnéds ¢r,avec c= 0 et soit (P) le plan affine passant

par O et orthogonal a , associé au plan vectoriél .
Soit p la projection affine orthogonale de E suplien (P), et (C) la courbe plane image de (H)pa&uelle
est la nature de la courbe (C) lorsque (P) gsiale xOy ?
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2) On suppose dorénavant que (P) est différent duxilyy. Comment se traduit cette condition sur esiores
a,bc?
- S mo m-
3) On désigne pamp la projection vectorielle associée a p (par counsatp OM) =0 p( M) pour tout
point M de E).
a) Donner une formule exprimarﬁ(;)en fonction dex et de n , pour tout vecteux de E.

b) En déduire la matrice dg dans la base?(, T , K ).

c) Quelle relation existe-t-il entre les lignes, L,, L ;de cette matrice ?

2
4) a) Calculer|[p (k)| en simplifiant 'expression au maximum.
b) On poseT - 2K et on définit le vecteur de fagon a ce quer(, 3 n ) soit une base
p (k)

orthonorméendirecte de E. Sans utiliser les coordonnées, montrer fjuest dans l'intersection du

plan P etdu plan engendré pgr et] .

c) Calculer les coordonnées dedans la basei(, j, k ).

5) Soit P la matrice de passage dae (i , K )a (T, J , n ).
a) Que dire a priori de cette matrice ?

b) Donner son expression générale en fonction bea@,

—

c) Déduire dea) et b) les expressions de'q, Js k en fonction der, Jetn , puis celles de

6(?), B(T), E)(IZ) en fonction del et J .

6) Un point M de coordonnées (X, Y, z) daﬁsi , ] E) se projette par p en N de coordonnées (X, Y) dans
le repére O,T, 3) de (P).

Déduire de5 c) les formules exprimant X, Y en fonction de X, yet

PARTIE Il : Etude des projections orthogonales de’hélice.

. e a , b
1) Soit & le réel défini moduld7 par cosé, =%, Sing)) = ——=.
2 2
a2+ 1P Ja2 + 17

Quel angle geometriqué, mesure-t-il ?

2) Montrer que des équations paramétriques de labeof€) dans le repéreO(qI, 3) sont données par les

X =dht-cRcog t- &) R i > 2
. - / +b2 .
formules ¥ =Rsin(t - &) ou l'on a posé d=+a“ +b



e
3) Quelle est la nature de (C) lorsque le plan (PJieat I'axe Oz ?

4) Montrer que si l'on fixe le réel c, les diversesirbes (C) sont translatées les unes des aufmetgdeur du
plan (P), rapporté au repér@,(T , J ).

On ne restreint donc pas la généralité en supposantiorénavanég, =0 (doncb =0etd =a > 0).

5) a) Montrer que la courbe (C) posséde des pointaibarg (ou "stationnaires") si et seulement si
ah =cR.

b) Montrer que cette derniere condition est équivalan fait que le vecteut soit paralléle a I'une des
tangentes a I'hélice (H).
Jusqu'a la fin de lquestion5), on supposera que ah = cR.

c) Calculer a et c en fonction de h et R.

d) Etudier la courbe (C) (Montrer qu'on peut rédiirgervalle d'étude 4—71/2, n/2: , et étudier les
variations).

e) Tracer la courbe (C) pour R = 3 et h = 4 danspeme (O,T , J ) (tvariantde-n/ 2a - n/ 2+4n).
6) Etudier et tracer la courbe (C) poair c= 1/42, h=2/2, R=4[2 (tvariantde-n/ 2a - n/ 2+4n).

7 Etudier et tracer la courbe (C) poair c= 1/42, =42, R=2/2 (tvariantde-n/ 2a - nl 2+4n).

PARTIE Ill : Etude des projections coniques de I'hdice.

1) Soit S un point du plan xOy de coordonnées (0).vA tout point M de E de coordonnées (x, y, @@
z #0, on fait correspondre le pont d’intersection Naldroite (SM) avec le plan (P’) d’équation
z=d,oudestunréel>0.
Calculer dans @, T T) ou O’ est projeté orthogonal de O sur (P), lesrdonnées (X, Y) du point N, en

fonction de X, y, z (on pourra utiliser des équagiparamétriques de la droite (SM)).

2) En déduire des équations paramétriques d@]si, T) de la courbe (C’) décrite par le point N quand M

décrit I'hélice (H), excepté le point d’'ordonnéedh poserek:%.

3) a) Montrer que lorsque S est en O I'équation polde€¢C’) dans OT T ) est:

p=x
5

b) Etudier cette courbe (réduction de l'intervallguble, variations et branches infinies) et en domm

tracé pourd variant deﬁ7 ast

4) a) Montrer que lorsque u = - R et v = 0 I'équatiarigire de (C’) dans@', i , T )ou Q" a pour

coordonnées (-R, 0, d) esp= k%g .
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—4-—

b) Etudier cette courbe et en donner un tracé darepere O, T T ) pour @ variant de
.5
— a—).
4 2

a) Lorsque u =R et v =0, déterminer un repére tiqsel I'équation polaire de (C’) soit :
sing

=k——

[

b) Etudier cette courbe et en donner un tracé darepbse O, T I ) pour & variant de

0a2%y
2



