PROBLEME NIVEAU SUP REDIGE PAR R. FERREOL ferreai@thcurve.com

LES NOMBRES ET POLYNOMES D’EULER
PournON* et pON, on poseS’ =Y kP et TP => (-1)"k".

k=1 k=1
L'objectif de ce probléme est d'étudier les sommiésrnées d'entierd,” et des

polyndmes associés a ces sommes.
Les parties |) et 1l) sont indépendantes.

) PRELIMINAIRES.
1) a) Calculer, pouON* T et T, .
1) b) Donner une formule algébrique unique pafir

2) Calculer, poun UN* T2

3) a) En écrivant que, poutON* et PON 12 =%"(21)* - >" (2k-1)° , exprimer
k=1 k=1

T,» en fonction des somme&! pourq variant de 0 & -1.
n(n+1)(2n +1)
5 :

3) b) Appliquer cette méthode pour calculgy, sachant qué&’ =

4) Déterminer également une relation liant , ppGN* et PON 17 3 gPetsp

II) EXPRESSION D|:—|_np A L'AIDE DES POLYNOMES D'EULER.
1) a) Que dire d'un polyndmBUR[X] vérifiantP(X+2) =P(X) ?
1) b) Que dire d'un polyndmBUR[X] vérifiant P(X+1) = -P(X) ?

2) a) La notatiorR,[X] désigne I'espace vectoriel des polyndmes a camfficréels
de degré inférieur ou égahg on considére I'applicatiog, de R [ X] dans lui-méme
définie par ¢, (P)=P(X+1)+P(X). Montrer que ¢, est un automorphisme de
R.[X].

b) En déduire que l'applicationp de R[X] dans Ilui-méme définie par
#(P)=P(X +1)+ P(X) est bijective.

3) On pose, pourpDN, E, = ¢'(2X") (appelé polynéme d'Euler d'ord@® ;
calculerE,, E etE,.

4) a) Montrer quéInON* OpON T :%((—1)” E, (n+1)-E, (1)).
4) b) CalculerT?.



) ETUDE DES NOMBRES ET POLYNOMES D'EULER.
1) On pose, pouPDN, e, = E,(0) (appelé nombre d'Euler d'ordre

Vérifier que pourpDN* , €, est aussi egal akE, (.
2) a) Démontrer que pour tout polynoR&IR[X], ¢7*(P") = (¢7'(P)).
2) b) En déduire que pouPDN* , E; = pE,_;.

3) En déduire, en utilisant la formule de Tayloupdes polynémes, unpDN
P

E, =D Cie X ™.
k=0

4) a) En déduire que la suite,) peut étre deéfinie par récurrence a l'aide desioels

p-1
e =letp=1 ep:—%ZC'geK Q).
k=0

4) b) Calculere , €,, €, €,.

5) a) Deduire de 2) b) une methode simple pourrnhéter E, connaissank,_, et
e,. Utiliser cette méthode pour determirigr et E, .

5) b) Calculer, pouﬂDN* , la sommeT” (factoriser au maximum).

6) Soit Qp) une suite de polyndmes @ X] vérifiant :
(®) @=1
1) Op=21 Q,=pQ,,
(i) Dp=1 Q,1)=-Q,(0)
Montrer que UpUON  Q, =E,.
Indications :
a) Prouver que OpON  Q, = Zp:CE Q. (0) X ™
k=0

b) Montrer que la suit€Q,(0)) vérifie :

Q0)=1etp=1 Q,(0)=-33.CQ,(0)

c) Conclure.

7) a) montrer que pON E, (X)=(-1)"E, (1~ X).
Indication : utiliser la question 6) avec un polgméQ, bien choisi.
7) b) Que signifie cette propri€été quant a la ceutb la fonctionf définie par :

f iR R
x> E, (x)

7) c) En déduire également la valeur dg pour pUN*



IV) ETUDE DES FONCTIONS .

1) On suppose qup,étant supérieur ou égal a 1:
1
(Dx DTO,E[ fip-1(X)>0

]
Oﬂp){ 11 r
[Dx DJ§,1Lf4p_1(x) <0

Démontrer que dans ces conditioigs admet sur ]0,1[ deux zéros réels et deux
seulement (on pourra envisager les signes respgmti$sibles déy, (1/2) et de

f4p(0))-
En déduire I'allure de la courbe représentativéygle

2) Déduire successivement de la question précédsmis la méme hypothése :
a) le signe déyy(x) et les variations dip. 1.

b) le signe ddsp.1(X) et les variations dip.»

C) quefsp,o admet sur ]0,1[ deux zéros et deux seulement.

d) le signe désp.2(X), les variations déy. 3 et le signe dép.3(X).

On présentera ces résultats sous forme de tableaux.

3) Montrer que I'nypothése faite en (2) est vraarp = 1 et en déduire g’elle est
vraie pour toute valeur dg p > 1 ; indiquer sous forme de schémas les différentes
allures que peuvent présenter les courbes repatsest des fonctiong, selon les

valeurs den.

4) Donner le signe degen fonction de (> 1).

CORRIGE DU PROBLEME SUR LES NOMBRES ET POLYNOMEEDLER.

) )T =D (-(2k-1)+2k)=D1=netT} ,=n-2n=-n.

2)T,,= Zn‘,(-(Zk— 17 +2K°)= i(4k—1) =2n(n+1)-n=n(2n+1).

p-1

3)a)Tp = Z (k)" - (x-1)°)= —ii(—l)P“*cg(zk)q = (- Y (-11Ci2S.

k=1qg=0 q=0

3)b) T, =S -2.35 +4.35 =n-3n(n+1) + 2n(n +1)(2n +1) = n*(4n+3).

n n

HTL =D (2k)" - (2k-1)° = 2;(2@" —kz_n;k" =2"MgP -8

k=1 k=1



Il) 1) a) Si P(X +2) = P(X), P(2n)- P(0) =0 pour toutn, donc P(X)-P(0) =0 et
P estconstant.
1) b) SiP(X +1) = -P(X), alors P(X + 2) = P(X) etP est constant donaul.

2) a) ¢, est linéaire de noyau réduit a 0 par 1)bJk£X] est de dimension finie.
b) ¢ estinjective, et elle est surjective car ¢gse sont.

3) E =1, E1:X-—; etE, = X* - X.

4) a) On a k? :%(Ep(k +1)+ Ep(k)), donc :

TP = % é(—l)k (E,(k +1)+E, (k)= —; (-)'E(+)-E,0).

4) b) T2 =% (-0 +Dn+1-1)= % n(n+1).

lll) 1) Car E,(0)+ E,(1)=2(0)" = 0.

2) &) Ssoit Q=(¢7(P)): alors $(Q)= Q) +Q(X+1)= (#(Q) =P, donc
s (P)=Q =(¢7'(P)).

2)b) ! = (#(2X")) = ¢ (2pX"™) = pE, ..

|
3) D'aprés 2)bE" ™ =% E,., donc, en utilisant la formule de Taylor :
p E(P k)(o) p
0)X "™ Cg XK
"X g X S O = 26

p p-1 p-1
1
4) ay,=-E,(1)=-).Cre, =-€,- ) C.g , donce, = -5 > Cle,.
k=0 k=0 k=0

1 1
4b) g=-7.6=06=7.6=0

5) a) E, = p.prim(E,_;) + €, ou primQ) désigne la primitive d® s'annulant en 0.

Eg=x3——2x2 +%, E, =X'"-2X*+X.

5)b) T = (42 - 20427 +n+2)=
6)a) ¢((-1°E,(L- X))= (-°(E,1- X)+ E,(-X))

= (D" #(E,(-X)) = (1)’ (-2X)" = ¢(E,)
doncE, = (-1)"E,(1- X).

(i
2




6) b) Cela signifie que cette courbe est symétriogr rapport a la droite= 1/2 pour
p pair, et par rapport au point (1/2,0) p@umpair.
6) c) &,, = 0 pour pOIN *,



