
Problème d’après ICARE 1997

Les matrices pseudo-inversibles.

SoientA,B deux matrices deMnR ; on dit queB est un pseudo-inverse deA si

AB = BA

ABA = A

BAB = B

Une matrice qui possède un pseudo-inverse est dite pseudo-inversible.

Question préliminaire : montrer que siB est un pseudo-inverse deA et E = AB, alors

AB = BA = E

AE = EA = A

BE = EB = B

E2 = E

On rappelle qu’une matrice carrée, même non nulle, n’est pasforcément simplifiable dans
l’anneau des matrices carrées.

PREMIÈRE PARTIE : propriétés des matrices pseudo-inversibles.
1) Montrer que la matrice nulle est pseudo-inversible.
2) Montrer qu’une matrice inversible est pseudo-inversible.
3) Montrer l’unicité du pseudo-inverse d’une matrice, s’ilexiste (indication : siB1 et B2 sont

deux pseudo-inverses, calculer d’abordAB1AB2) .
L’unique pseudo-inverse d’une matrice pseudo-inversibleA sera notéA ′.
4) Montrer que siA est pseudo-inversible, alors

a) A ′,
b) E = AA ′,
c) λA (λ réel non nul),
d) Ak (k entier> 0,
e) tA (transposée deA,
f) PAP−1, pourP inversible,

sont pseudo-inversibles et donnerA ′ ′,E ′ ,λA ′, Ak ′, tA ′, PAP−1 ′.
5) Montrer que siA2 = λA avecλ réel non nul, alorsA est pseudo-inversible (indication :

calculerA3 ; déterminer par exemple les pseudo-inverses de
1 0

0 0
et

1 1

1 1
.

6) Question de cours : montrer que rgAB  rgA et rgB ; en déduire que siA est
pseudo-inversible, rgAA ′ = rgA = rgA ′ puis que rgA = rgAk pour tout entierk  1.

7) Montrer que
0 1

0 0
n’est pas pseudo-inversible.

8) Montrer qu’une matrice diagonaleD = diaga1, . . . ,an, avec des coefficientsai pouvant
être nuls, est pseudo-inversible et donner son pseudo-inverse.



9) SoitA =

2 −2 2

−1 1 1

1 −1 3

et f l’endomorphisme de matriceA dans une base i , j , k 

d’un espace vectoriel de dimension 3.
a) Déterminer la matrice def dans i + j , j + k , k + i .
b) En déduire qu’il existe une matrice diagonaleD et une matrice inversibleP telles que

A = PDP−1.
c) En déduire le pseudo-inverse deA.

10)
a) Donner un exemple de deux matrices pseudo-inversibles dont le produit n’est pas

pseudo-inversible.
b) Montrer que siA et B sont deux matrices pseudo-inversibles vérifiantAA ′ = BB ′ = E,

alorsAB est pseudo-inversible. En déduire que siE est une matrice telle queE2 = E, l’ensemble
GE des matrices pseudo-inversiblesA telles queAA ′ = E muni du produit des matrices est un
groupe (dans le cas oùE n’est pas égal àIn, on est donc en présence d’un groupe qui est inclus
dans un groupe sans en être un sous-groupe !.

DEUXIÈME PARTIE
Soit A une matrice deMnR ; f l’endomorphisme de matriceA dans une base fixéeB d’un

espace vectorielE.

On veut montrer l’équivalence :
A est pseudo-inversible si et seulement siE = kerf ⊕ Im f

1) On supposeA pseudo-inversible de pseudo-inverseA ′ ; soit f ′ l’endomorphisme de matrice
A ′ dansB.

a) Montrer que kerf ∩ Im f = 0 ; en déduireE = kerf ⊕ Im f.
b) Montrer quee = f ∘ f ′ est la projection de base Imf et de direction kerf.

2) On suppose queE = kerf ⊕ Im f.
a) Montrer que la restrictionf0 de f à Imf est une bijection de Imf dans lui-même.
b) Pourx = x1 + x2 avecx1 ∈ kerf et x2 ∈ Im f, on posef ′x  = f0

−1x2.
Vérifier que

f ∘ f ′ = f ′ ∘ f

f ∘ f ′ ∘ f = f

f ′ ∘ f ∘ f ′ = f ′

Conclure.

3) Le pot-aux-roses.
Déduire de ce qui précède queA est pseudo-inversible si et seulement siA est semblable à



une matrice du type

A0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

. . .

0 0 . . . 0

où A0 est une matrice carrée inversible d’ordre

rgA.


