Probleme d’apres ICARE 1997

Les matrices pseudo-inversibles.

SoientA, B deux matrices d&1,(R) ; on dit queB est un pseudo-inverse @esi

AB = BA
ABA = A
BAB = B

Une matrice qui posséde un pseudo-inverse est dite psaudrsible.

Question préliminaire : montrer queBiest un pseudo-inverse deetE = AB, alors

AB=BA=E

AE = EA=A

BE=EB =B
E2=E

On rappelle qu’une matrice carrée, méme non nulle, n’estggaément simplifiable dans
'anneau des matrices carrees.
PREMIERE PARTIE : propriétés des matrices pseudo-invisib
1) Montrer que la matrice nulle est pseudo-inversible.
2) Montrer qu’une matrice inversible est pseudo-inveesibl
3) Montrer l'unicité du pseudo-inverse d’une matrice, eXiste (indication : sB; et B, sont
deux pseudo-inverses, calculer d’abaghAB) .
L'unique pseudo-inverse d’une matrice pseudo-inversidera notéd'.
4) Montrer que sA est pseudo-inversible, alors
a)A,
b) E = AA',
c) AA (A réel non nul),
d) Ak (k entier> 0),
e)'A (transposée da),
f) PAP1, pourP inversible,
sont pseudo-inversibles et donrfét)’, E', (AA)', (A¥)',('A), (PAP1)'.
5) Montrer que sA? = AA avecA réel non nul, aloré est pseudo-inversible (indication :

10 11
calculerA3®) ; déterminer par exemple les pseudo-inverseEdS 0 :|et|: 11 :|

6) Question de cours : montrer quéA®) < rg(A) et< rg(B) ; en déduire que 9 est
pseudo-inversible, (@A') = rg(A) = rg(A’) puis que rgA) = rg(A¥) pour tout entiek > 1.

01
7) Montrer qu 00 n'est pas pseudo-inversible.

8) Montrer qu’une matrice diagonal = diag(ai, ...,an), avec des coefficieni pouvant
étre nuls, est pseudo-inversible et donner son pseudosigwve



2 -2 2
9)SoitA=| -1 1 1 |etfl’endomorphisme de matrickdans une bas(e_i),T,T())
1 -1 3
d’un espace vectoriel de dimension 3.
- . . - D P D

a) Déeterminer la matrice dedans(i + j,j + K,k + i).

b) En déduire gu’il existe une matrice diagonBlet une matrice inversible telles que
A = PDP1,

c) En déduire le pseudo-inverse Ae

10)

a) Donner un exemple de deux matrices pseudo-inversiblgdelproduit n’est pas
pseudo-inversible.

b) Montrer que sA et B sont deux matrices pseudo-inversibles vérifiaat = BB' = E,
alorsAB est pseudo-inversible. En déduire qu& ist une matrice telle qU€* = E, I'ensemble
Ge des matrices pseudo-inversibleselles queAA’ = E muni du produit des matrices est un
groupe (dans le cas dtn’est pas égal &, on est donc en présence d’un groupe qui est inclus
dans un groupe sans en étre un sous-groupe !

DEUXIEME PARTIE
Soit A une matrice d&,(R) ; f 'endomorphisme de matrick dans une base fixée d'un
espace vectoridi.

On veut montrer I'équivalence :
A est pseudo-inversible si et seulementisi= kerf & Imf

1) On supposé pseudo-inversible de pseudo-inverse soitf' I'endomorphisme de matrice
A’ dansB.
a) Montrer que kefrn Imf = {0} ; en déduired = kerf @ Imf.
b) Montrer quee = f o f' est la projection de base fnet de direction ke

2) On suppose quB = kerf & Imf.
a) Montrer que la restrictiofy def a Imf est une bijection de Iihdans lui-méme.
b) PourX = X1 + X; avecX; < kerfetX; € Imf, on posd'(X) = f3'(X2).

Veérifier que

fof =fof
fof of =f
flofof =f

Conclure.

3) Le pot-aux-roses.
Déduire de ce qui précede ghest pseudo-inversible si et seulemem sist semblable a



Ao O ... O
. 0 O 0 . ) , . . ,
une matrice du type ouU Ag est une matrice carrée inversible d’ordre
0 O 0

rg(A).



