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Les quaternions généralisent les nombres complexes ; alorsqu’un nombre complexe s’écrit
z = a + ib aveca et b réels, un quaternion s’écritq = a + u aveca réel etu un vecteur deE3,
espace euclidien de dimension 3 rapporté à une base orthonormée directe i , j , k ; le réela est

la partieréelledeq et u sa partievectorielle, et deux quaternions sont égaux si et seulement s’ils
ont même partie réelle et même partie vectorielle.

L’ensemble des quaternionsR + E3 est notéH du nom de Hamilton qui les a découverts.
Le quaternionvectoriel0 + u est simplifié enu et lequaternionréela + 0 est simplifié ena,

de sorte queR etE3 sont tous deux inclus dansH et ont en commun uniquement le quaternion
nul noté 0.

Le conjuguédu quaternionq = a + u est par définitionq = a − u.

Q1 Vérifier queq est réel si et seulement siq = q et qu’il est vectoriel si et seulement si
q = −q .

On définit dansH une addition :a + u + b + v  = a + b + u + v 
et une multiplication :a + ub + v  =

partie réelle

ab− u | v +

partie vectorielle

av + bu + u ∧ v.

Q2 : Compléter

u v est réel⇔ u et v sont ..., et alorsu v =. . .

u v est vectoriel⇔ u et v sont ..., et alorsu v =. . .

Q3 : Compléter la table de multiplication

× i j k

i

j

k

quelle propriété manque-t-il donc à la multiplication dansH ?

Q4 : Montrer que deux quaternions commutent pour la multiplication si et seulement si leurs
parties vectorielles sont colinéaires. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
quaternion commute avec tous les autres quaternions.

Q5 : Montrer que siq et r sont deux quaternions,q + r = q + r et queqr = r q (attention
danger !) et queqq = q q = a2 + ‖u‖

2
est un réel,> 0 dès queq est non nul.



Q6 : Montrer que

q est réel⇔ q2 est un réel 0

q est vectoriel⇔ q2 est un réel 0

q est un vecteur unitaire (i.e.q = u avec‖u‖ = 1 ⇔ q2 = −1

Rem : dans les quaternions, le polynômeX2 + 1 possède donc une infinité de racines !

Q7 : Montrer queq1 = a + ub + v c + w a pour partie réelle :

abc− a v | w − b u | w − c u | v − detu, v,w

et pour partie vectorielle :

abw + bcu + acv + av ∧ w + bu ∧ w + cu ∧ v − u | v w − v | w u + u | w v

Un calcul similaire montrerait queq2 = a + ub + v c + w est égal àq1 et que donc la
multiplication des quaternions est associative ; quelles propriétés manque-t-il pour pouvoir
affirmer queH muni de l’addition et de la multiplication est un anneau ? On tiendra ces
propriétés pour démontrées dans la suite.

Q8 : Montrer que

wv u = −u vw

u ∧ v = 1
2
u v − v u

u ∧ v ∧ w = 1
2
u vw − vwu

On pose|q| = qq (réel appelé module deq ; remarquons que siq est vectoriel, son
module coïncide avec sa norme.

Q9 : Montrer que|qr| = |q||r |.

Q10 : Soitq un quaternion non nul etq′ = 1
|q|2

q ; que valentqq′ et q′q ? Qu’en déduit-on

pour l’ensembleH muni de l’addition et de la multiplication ?
Le quaternionq′ est notéq−1 (on évitera d’écrire1

q à cause de la non commutativité) ; si

u ∈ E3, que vautu
−1

?
Q11 : Montrer que siq = a + n est un quaternion unitaire (|q| = 1 et u un vecteur deE3,

fqu = q u q est vectoriel (utiliser Q6.
Ceci définit donc une applicationfq deE3 dans lui-même.
Q12 : Montrer quefq est une isométrie vectorielle (ou automorphisme orthogonal) deE3.
Q13 : Montrer quefq n = n ; qu’en déduit-on pour la nature defq?
Q14 : Que dire defq ∘ fr (avecq et r unitaires) ?



Q15 : On suppose queq est vectoriel (q = n ; vérifier quef nu = 2 u | n n − u ;

qu’est-ce donc que l’isométrief n dans ce cas (bien donner ses éléments caractéristiques) ?
Qu’est-ce que−f n ?

Q16 : on poseq = a + b i + c j + dk (on a donca2 + b2 + c2 + d2 = 1 ; déterminer en
fonction dea,b,c,d la matriceA de fq dans i , j , k ; on trouvera :

Aq =

2a2 + b2 − 1 2bc− ad 2bd+ ac

2bc+ ad 2a2 + c2 − 1 2cd− ab

2bd− ac 2cd+ ab 2a2 + d2 − 1

(représentation paramétrique rationnelle d’Euler des matrices orthogonales directes, 1770)
En déduire la forme générale d’un retournement dans une baseorthonormée.

Q 17 : on supposea = b = c et d = 0 ; donner la nature et les éléments caractéristiques de
l’isométrie fq , et de−fq.

Q18 : On revient au cas général ; l’on posei ′ = n
‖n‖

et l’on complète en une base

orthonormée directe i ′ , j ′ ,k′ deE3; écrire la matriceAq
′ de fq dans i ′ , j ′ ,k′ en fonction dea

et b′ = b2 + c2 + d2 (utiliser Q15) ; en déduire que si l’on définit, modulo 2π, le nombreα par

a = cosα et b′ = sinα (doncq = cosα + sinα i ′ , fq est la rotation d’angle 2α autour den ;
retrouver ainsi les résultats de Q15 et Q17.

Q19 : En déduire que sir1 est la rotation d’angleθ1 autour den1 (vecteur unitaire) etr2 est
la rotation d’angleθ2 autour den2 , alorsr2 ∘ r1 est la rotation d’angleθ autour den avec

cos θ
2

= cos θ1

2
cos θ2

2
− sin θ1

2
sin θ2

2
n1n2

sin θ
2

n = cos θ1

2
n2 + cos θ2

2
n1 + n2 ∧ n1

Application : quel doit être l’angle (en degrés) entren1 et n2 pour que la rotation d’un tiers

de tour autour den1 suivie de la rotation d’un tiers de tour autour den2 (dans le même sens) soit
équivalente à une rotation d’un tiers de tour ?

Q20 : Montrer que

A = 1
p2 + q2 + r2 + s2

p2 + q2 − r2 − s2 2qr − ps 2qs+ pr

2qr + ps p2 − q2 + r2 − s2 2rs − pq

2qs− pr 2rs + pq p2 − q2 − r2 + s2

oùp,q,r,ssont 4 entiers non tous nuls est une matrice orthogonale directe à coefficients
rationnels. Toute matrice orthogonale directe à coefficients rationnels est-elle de cette forme ?


