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Les quaternions généralisent les nombres complexes ;qiars nombre complexe s’écrit
z = a+ib avecaetbréels, un quaternion s’écit= a+ U aveca réel ett un vecteur dés,

espace euclidien de dimension 3 rapporté a une base ormée@irect{T,T,?); le réela est

la partieréelledeq et U sa partievectorielle, et deux quaternions sont égaux si et seulement s'ils
ont méme partie réelle et méme partie vectorielle.

L’ensemble des quaternioi®s+ [E3 est notéH du nom de Hamilton qui les a découverts.
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Le quaterniorvectoriel0 + U est simplifié end et lequaternionréela + 0 est simplifié era,

de sorte qu etE; sont tous deux inclus dafik et ont en commun uniquement le quaternion
nul noté 0.

Le conjuguédu quaternior = a+ U est par définitiong = a—TU.

Q1 Vérifier queq est réel si et seulementgi= T et qu’il est vectoriel si et seulement si
q=-q.

On définit dandd une addition (a+U) + (b+V) = (a+b) + (U + V)
et une multiplication (a+ U)(b+ V) =ab— (U | V) + aV+bU+ UA V.

%—I
partie réelle partie vectorielle

Q2 : Compléter

UV estréele UetVsont..., etalorslVv =. ..
UV est vectorielks U etV sont ..., et alorglv =...

Q3 : Compléter la table de multiplication
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quelle propriété manque-t-il donc a la multiplication d&h8

Q4 : Montrer que deux quaternions commutent pour la mutiion si et seulement si leurs
parties vectorielles sont colinéaires. En déduire uneitionchécessaire et suffisante pour qu’un
guaternion commute avec tous les autres quaternions.

Q5 : Montrer que sg etr sont deux quaterniong,#7 = 0 + T et quedr = T T (attention
danger ) et qugq = gg=a’+ | U]l ? est un réel> 0 dés que est non nul.



Q6 : Montrer que
gestréele g? estunréel> 0

g est vectoriel & g2 estunréel< 0
g est un vecteur unitaire (i.g.= T avec||U|| = 1) & ¢ = -1

Rem : dans les quaternions, le polynoXte+ 1 possede donc une infinité de racines !

Q7 : Montrer queg; = ((a+U)(b+ V))(c+ W) a pour partie réelle :
abc—a(V | W) —b(T | W) —c(T | V) — del(T,V,W)
et pour partie vectorielle :
abwW + bcl +acV + aV AW+ bT AW+ cUAV - (T | V)W- (V| W) T+ (T | W)V

Un calcul similaire montrerait qug; = (a+ U)((b+ V)(c+W)) est égal aj; et que donc la
multiplication des quaternions est associative ; quelteppétés manque-t-il pour pouvoir
affirmer queH muni de I'addition et de la multiplication est un anneau ? @©ndra ces
propriétés pour démontrées dans la suite.

Q8 : Montrer que

WVU = —dvw
mm%(ﬁv—vm

nA(vAW):%(m_vm)

On posdq| = ./qq (réel appelé module dg ; remarquons gue sjest vectoriel, son

module coincide avec sa norme.
Q9 : Montrer qudqr| = |q|Ir |-

Q10 : Soitq un guaternion non nul & = ﬁq ; que valenyq etq'q ? Qu’en déduit-on

pour 'ensemblédl muni de I'addition et de la multiplication ?

Le quaterniorg’ est notég~ (on évitera d’écrire% a cause de la non commutativité) ; si

T e Es, que vau(d) '?
Q11 : Montrer que sij = a+ T est un quaternion unitairdg( = 1) et U un vecteur dés,

fq(U) = qU T est vectoriel (utiliser Qb
Ceci définit donc une applicatidg de E3 dans lui-méme.
Q12 : Montrer quéq est une isomeétrie vectorielle (ou automorphisme ortholyaledt 5.
Q13 : Montrer qud (ﬁ) =T ; qu’en déduit-on pour la nature @g?
Q14 : Que dire dé; o f; (avecq et r unitaires) ?



Q15 : On suppose qugest vectoriel § = ) ; vérifier quefz(T) = 2(T | )W -T;
gu’est-ce donc que I'isométrie dans ce cas (bien donner ses éléments caractéristiques) ?
Qu'est-ce quefy ?

Q16:onposg =a+bi +cj +dk (ona donca2 +b?+c?+d? = 1) ; déterminer en
fonction dea, b, c,d la matriceA def, dans( j k) on trouvera :

2(a®>+b?) -1 2(bc-ad) 2(bd+ ac)
Aq = 2(bc+ad) 2@%*+c?)-1 2(cd-ab)
2(bd- ac) 2(cd+ab) 2@%+d?) -1

(représentation paramétrique rationnelle d’Euler desioes orthogonales directes, 1770)
En déduire la forme générale d’'un retournement dans unedosmormeée.

Q 17 : on supposa = b = cetd = 0 ; donner la nature et les éléments caractéristiques de
lisometrief, , et de—fq.
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Q18 : Onrevient au cas général ; I'on pasee —— et I'on compléte en une base

IIﬁ’II
orthonormée directé? 7 W) deEs; écrire la matricé\; defq dans(ﬁ,?,ﬁ) en fonction dea
eth’' = /b?+c? + d? (utiliser Q15) ; en deduwe que si I'on définit, module,2e nombrex par

a= cosa eth’ = sina (doncq = cosa + sina i ) fq est la rotation d’angle®autour der ;
retrouver ainsi les résultats de Q15 et Q17.

Q19 : En déduire que si est la rotation d’anglé; autour den; (vecteur unitaire) et, est
la rotation d’angleéd, autour den; , alorsr, o r; est la rotation d’anglé autour der avec

0 _ cncf1 c0c02 _ cin 01 in b2 w2
COS5 = COS—71 COS— sin 5 sin £ i
sin%ﬁ = cos%ng + cos—2% 922 N +Ns ANy

Application : quel doit étre I'angle (en degrés) enfireetn, pour que la rotation d’un tiers

de tour autour d@; suivie de la rotation d’un tiers de tour autourigie(dans le méme sens) soit
équivalente a une rotation d’un tiers de tour ?
Q20 : Montrer que

p?+Q*-r?—-s>  2(qr-ps) 2(gs+ pr)
B p2+q2ir2+32 2ar+ps)  p*-gi+ri-s®  2(rs-po)
2(gs—pr) 2(rs+pg)  p?-g*-r2+¢?

oup,q,r,ssont 4 entiers non tous nuls est une matrice orthogonaletdigecoefficients
rationnels. Toute matrice orthogonale directe a coeflitsieationnels est-elle de cette forme ?



