Etude des suites homographiques.
Pb niveau sup rédigé par R. FERREOL
| Etude d'un cas particulier.

N
On se place dans I'ensembl@:CD{oo} ou l'on pose, par convention
1 1

_=0’6=00’Z_00 =Zz+o0 =00 Sizestun complexe.
(00]

Fixons un complex&, et considérons l'applicatiog de Qlf dans @ définie par

g(2)=20-1.
z

1) Que valent dong(0) et g(e) ?

2) Donner l'allure de la courbe de la restrictieg@d R, pour d réel.

3) Soit h l'application detﬁ dans(ﬁ définie par h(z):% ; montrer queg est
-2
bijective et quén est sa réciproque (méthode "deus ex machina").
4) Montrer queg posséde un point fixe (i. e. un complextel queg(z) = z) unique si

0 =1 et qu'elle en posséde deux sinon.
5) Montrer que sz n'est pas un point fixe dg alorsg(z) non plus.

A N
On définit une suite récurrente dafispar < Vo oc .
OnON - v, =9(v,)

6) Onsuppos®d= 1
a) Visualiser la suitdv,) sur une figure en prenant pous une valeur réelle 1
comprise entre ¥z et 1 (montrer 5-6 termes).
b) Montrer que sv, # lla swte(—lj est arithmétique, et en déduire le calcul
v, —
de v, en fonction de et v,, puislimv,.
7) Montrer que sb =— ]lon peut se ramener au cas précédent en consic@énql).
8) On considére maintenant le ca + ; doienta et les deux points fixes dg en

les choisissant de sorte qué=|/4], et I'on poseu _B
a
v, -a

a) On suppose, za etz [ et |'on poseV, =

(si par hasard/, vaut e on

n

poseV, = 1) ; montrer queévn) est géométrique de raisan
b) Exprimerv, en fonction dé/,, et montrer lI'expression :

_a™v, - B)- B8"(v,-0a)

" an(vo _ﬂ)_ﬁn(vo —O’) .

c) On supposqu| #1 ; déterminerlimV, et en déduire quévn) converge toujours
vers celui des points fixes dejui a le plus grand module.




. .1 1 .
d) Montrer queu est de module 1 si et seulementﬁspz(u +—j est un reel
u

appartenanta [- 1, 1].
af =1
a+[=20
si et seulement & est un réel appartenant a [- 1, 1] ; se placans @e cas, on
pose @ =2arccosd : montrer queu=e? ; quitte & échangeretf, on
choisirau=¢€".

e) Vérifier que{ - en déduire que\ = 26° -1 et queu est de module 1

.0 . : .
f) Montrer que si— est ratlonnel,z =P avecp,g entiers > 0 premiers entre eux)
n T q

alors (v ) est périodique de plus petite périaglsi p est pair, et de plus petite

n

période 2 sip est impair
g N ]
On admettra que st est irrationnel, alor§v, ) est non bornée.
n
1) Etude du cas général.

Soienta, b, ¢, d 4 complexes ¢ #0 ; on pose‘SzizCl etP=ad-bc.

+
1) Veérifier que sk est un complexe différent c}e9 , alors az+ckj)
C cz

=2 _p=0.
C

On suppose ce cas exclu dans la suite et on dégayrid’application de(ﬁ danstﬁ,
définie par f(z)= az+b zmq:—{—ﬂ}, f(—ﬂj =c, f(w)=2, et I'on définit une
cz+d c c C

A N
suite récurrente darfs par4 U JC .
OnON - u,,, = f(u,)
2) Montrer qud est une bijection.

3) Soit p lune des racines carrées dB et :§ ; montrer que
p
g(CZ+d]:Cf(Z)+d . en déduire que si l'on posenzl(cun+d), alors
p Y p
Vn+1:g(vn)'

4) Montrer la conclusion générale suivante usi'est pas un point fixe dealors,

2
a) Sid- 1] (soit %D[OJ{), (u,) est toujours convergente vers le point fixe

ydef tel que siy est un autre point fixe, alofsy +d| >|cr7+d|;
2

b) Siol]- 211 (soit %D [0]] ) et si I'on pos& = 2arccos) ;

.0 o .
- soit— est irrationnel efu,) n'est pas bornée.
n



- soit Q:E avecp,q entiers > 0 premiers entre eux (e];) est périodique de
T q

plus petite périodg sip est pair, et de plus petite périodgs2p est impair



