Etude d’'une variante de la spirale de Théodorendotnaissance a une suite dont les
sommes partielles sont égales aux produits partiels
Mots clés : spirale de Théodore, théoreme de Pgtkaguite, série, polynéme.

La spirale de Théodore bis, et la suite « sommespro.

1. Le probleme.

L’exercice « de ci de la » N° 514-4 a éveillé maazité, et je souhaite vous faire partager
guelques petits compléments, notamment sur un@ahba suite dont la somme est €gale au
produit.

Voici I'énonceé :

Dans le simili-escargot de Pythagore ci-dessug)deseurs relatives aux hypoténuses
mesurent une unité.

Les a, désignent les mesures des segments.

Montrer quezn:af = ljak2 :
k=1 =

Voici une solution :

Posantp, =OA,, Pythagore dans le triang{®A,_,A,) nous dit 0.2 = p?,+a’, ce dont on
déduit, enitérant p.” = p? +a +...+a’=aZ+a’+..+a’

Mais la hauteur de longueur 1 découpe deux triarmdpat la somme des aires est égale au
tout. En multipliant par 2 on obtienta, = p,_,a,, ce qui donne, en itérant :

Pn = Pody.- 8, = 8. &, .

On en déduit bien que? =|> a’ = H a’l.
k=1 =

2. La suite « somme = produit ».

La suite(a,f) est donc telle que ses sommes patrtielles soresegaes produits partiels !

Voyons si I'on peut définir cette suite indépendagnirde la géométrie.

On voit tout de suite que si I'on veut une suiterines >0, il faut partir d'um, =a >1.



k k
Supposons maintenant qugu,,...,u, soient construits aves, = ZUi =p = |‘J u, tous>1
i=0 1=

S,
s, -1

pourk entre O eh. Alors s,,, = p,,, donnesu,,, =S, +u,,,, soitu,,, = >0 et on aura

bien §,,, = Py.y >1.

Pour un premier terme >1, il existe donc une ungpite « somme=produit » définie par

récurrence forte pau,_,, =

La fonction Maple :
u:=n->f n=0 then a else s:=add(u(k), k=0..n-1):
return(sinmplify(s/(s-1))) fi;

a-l'a’-a+1'a*-a*+2a?-2a+1"

Remarquons que dans le programme ci-dessus, omli@ecremplacer add par mul !
Cependant, le logiciel va ramer un peu plus pausimplifications.
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. a a a
nous donne ses premiers termesy, Al -

Maintenant, la définition par récurrence forte @dsuite peut souvent étre ramenée a une

n
définition par récurrence simple. Par exemplg, = ZUk nous donne tout de suite
k=1

u,,, = 2u,. Ici, c’est un peu plus complexe, mais on va arr

En effet il suffit d’éliminers, entre les relations, +u, =su, ets, +u, +u.,, =SuU.U,,.

2

u
n , valable seulement pour=>1.

On obtientju,,, =——"—
u’—u,+1

n+l

D’ou une fonction Maple plus simple :

u:=n->if n=0 then a elif n=1 then a/(a-1) else
simplify(u(n-1)72/(u(n-1)"2-u(n-1)+1)) fi;

2

) . . X .
L’étude facile de la fonctionx— o sur[1,+oo[ nous permet de conclure que la suite
X“ =X

(u,) décroit et tend vers 1 a I'infini, quel que s@ihpoint de départ.

. . . n-1
De plus, 'examen des premiers termes nous laisssgp quay, est le quotient da”  par
un polynéme ei.



2n—1 2
, et injectons dans la relatian,, :ZL. On obtient

u;—u,+1

Posons done®, (a) = a

n

P..(a)=a -a” P,(a)+P?(a)|, ce qui nous permet de démontrer par récurrenee qu

n-1
a2
u =

" R(a)
Je ne sais pas si cette suite de polynbmes estieponmais j'ai rentré les premiers termes de la
suite (P, (2)) dans 'encyclopédie des suites entiéres et saibéosur 12A10044 1définie
comme suit :

Consider the sequence of fractions f(n) defined(dy:= 2/1; f(n+1) is chosen so that f(n+1)
+ Sum_{i=1..n} f(i) = f(n+1) * Product_{i=1..n} f(j; sequence gives denominator of f(n).

ou P, est un polyndme unitaire a coefficients entierslegré2"™ .

C’est bien notre suite avec= 2 ! J'ai essayé les valeurs @suivantes et j'ai constaté qu’un
certain Martin Renner a rentré le 30 avril 2013sdkéencyclopédie toutes les suites(a)

pourade 3 a 10...

Mais, a propos, le fait que « sequence gives demator of f(n)” implique que la fraction
a?” o . . . .
—— estirréductible pous = 2. En effet, ceci est assurément vra est premier ; la

P.(a)

relation P

n+l

R(a)=a-1, P,(a) n'est jamais divisible pa.

(a)=a* -a? P,(a)+P?(a) montre dans ce cas que puisqu’on part de

3. La spirale de Théodore bis.

Mais revenons a notre escargot. Si I'on trace wungbags de points, on obtient cette spirale :

figure2
Elle ressemble a une spirale d’Archiméde, regardefesde plus pres.

Calculons pour cela les coordonnées polaireg\de



Avec a, =a, on a dona, = \/E eton a vu que, = aa,..a, ; cette expression n’étant pas
pratique, refaisons un peu de géométrie.
Soit H,, le pied de la hauteur issue éd¢, dans le triangle(OA]_lA]) ; ayant un angle en

commun, les triangles rectanglg®A,_,A,), (OH,A,_,) sont semblables donc

2
:h: / _1 douan '0”1 et:pn_lag1 :L . De nouveau une

a, \ P, n1 -1 \/pr?—l_l

suite récurrente simple.

L'angle a, = A _,OA, Vérifie sina, =% -

Ion Ion—l

; donc I'angle polaire dé\, est

n-1

:Zn:ak Zarcsmi :
k=1

k=0 Lk
Etudions plus avant la sw(e?n), visualisée ci-dessous :
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figure 3

4
: o : -1+

Elle tend clairement vers l'infini, et la relatiqor =p"2—111=pnz+1+ 1

B Pn ~

n

montre que

P’ - p; tend vers 1 et que donc (Césam)~n,| o, ~Jn|.

1 1 R : L
On a donca, =arcsin— ~—, et par la regle de sommation des équivalents

pn Jn
Zarcsm— ~2 ~ 2/n|, donc|p, ~
k=0

« Archiméde » (I appellatlon « escargot » est doacléquate, car le gastéropode a une
coquille en spirale du type logarithmique !).

N |

. la spirale est bien du type

Cherchons s'il y a une spirale d’Archimede asynmgtotest-a-dire sjo, —%” posséde une

limite finie.

: 6 1 % 13 .1 1 1
ECV|V0nS,0n——”:pn—\/ﬁ+—(2x/_ j — (——arcsm—j+———.
2 2 Z 22 o) P Py
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La convergence da&vn-> —
kZ:;‘ Jk

Pour les deux autres termes, il va falloir affileedéveloppement asymptotique pe.

vers—{ (1/2) est bien connue.

. . ) o 1 1
Si on posey, = p; —n, la récurrence swr, s'écritv,,, =V, +—1 ; doncv,,, -V, ~= et
n+v, — n

-1 linn Inn
Vv,~ ) —~Inn ;doncp, =,n+Inn+o(lnn :\/ﬁ+——+o(—j.
2k dnemnsolinn) =n+2 40 7

1 1 - -
Donc p, -Jn = 0, et——-arcsin— terme genéral d’'une série de Bertrand

Inn
\/ﬁ 0. nd?’
convergente.
Il'y a donc bien une spirale d’Archiméde asymptote

4. La spirale de Théodore classique.

Il faut dire que si mon attention a été attiréeqerénonce, c’est parce que je venais de
corriger dans mon site mathcurve.com une erreuy @tait restée plus de 10 ans.

Dans la spirale de Théodore classique ce ne seriepdauteurg\ H, qui valent 1, mais les
cotés A A.,,- Orjavais confondu avec une troisieme versiorcesont les angle(s%]OAHl)

qui sont égaux. Ce qui est remarquable, c’est qus de cas, la spirale est du type
logarithmique !

La spirale de Théodore classique est aussi dutyjrehimede », et la démonstration est du
méme ordre que celle que nous venons de fairdusrigzile car on a cette fojg, = Jn.

Rappelons d’ailleurs qu’on attribue a Théodore gefe la construction de cette spirale de

maniére tout a fait indirecte : ce mathématiciervéme siécle avant J.C. s’était arrété/]g?
dans sa démonstration de I'incommensurabilité deises carrées d’entier, or 17 est
justement la derniére étape avant que la spiratepasse sur elle-méme, comme on voit ci-
dessous :



(figure 4 : source : wikipedia)

5. Des références.

J'ai essayé de rechercher qui a eu l'idée de lalspile Théodore bis.

Le probleme du bulletin est tiré du crux mathenmation canadien volume 30 de 2003,
probleme M114. Il est indiqué : proposé par Sey&datari, Iran. On trouve cette personne
sur linkedin, mais je n’ai pas réussi a la contacte

Appel aux lecteurs du bulletin !

D’autre part, la suitgp, en partant da = 2, possede des numérateurs entiers qui se trouve
dans I'encyclopédie des suites entieres sous l€ruk076628.

La suiteg, =1/ p, vérifie la récurrence plus simpie,, =0, — o’ (elle se trouve depuis

longtemps dans mes exercices sur les suites jepa/clopédie désigne sous le nom de
« Somos-Rusin recursion ». On trouve en effetfirea@ce
http://www.math.niu.edu/Papers/Rusin/known-mathg88iosqui regroupe un échange de
mails entre les deux hommes durant 'année 19%pat de cette suite.

On y trouve le résultat complétant le développerasgimptotique ci-dessus :
Inn Inn) .

P,=n+ Inn +c+ —+o(—j ouc=0,767994..
n n

Merci, donc, aux exercices de ci de la d’avoiriéndgtette balade dans la géométrie du triangle
rectangle, les suites, les séries, les polyndnmeséme un soupcon d’arithmétique !



