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VII) FONCTIONS ET APPLICATIONS.

1) Introduction.
2) Fonctions.

DEF : une relation f de E vers F' de graphe G est appelée une fonction lorsque tout élément de £ posséde au plus une
image dans F, c’est-a-dire :
Ve € E Vyn,y2 € F ((z,31) et (z,92)) € Gy = y1 =2

L’ensemble des éléments de E ayant une image par f est appelé I’ensemble de définition de la fonction, et noté Dy.

On utilise alors une notation fonctionnelle : 'unique image de « € Dy par f est noté f(x) ; autrement dit :
(x,y) e G x € Dyety=f(z)
L’ensemble des fonctions de E vers F' sera noté F (E, F).

Pour définir une fonction de E vers F, on écrit :
£ E—F
oz fl2)
REM 1 : bien se garder de confondre la fonction f (qui est un élément de F (E, F')) et la valeur f (z) de f en x qui est

un élément de F' ; ne pas écrire par exemple ”la fonction sinz”, mais ”la fonction sin”, ou ”la fonction x +— sinx”.

REM 2 : deux fonctions f et g de E vers F' sont égales si et seulement si :

1.D; =D,
{ 2Vz € Dy f(z) =g(z)

Pour que deux fonctions soient distinctes, il suffit donc que les valeurs en un point le soient.
Exemple de détermination d’ensemble de définition : El.

A—F

DEF : si A est une partie de £/, on appelle restriction de f a A, et on note f4 la fonction : { 2 f(x)

REM 1 : la seule chose qui distingue f et fj4 est donc leur ensemble de départ ; leurs valeurs sur les éléments de A sont
les mémes.
REM 2: Dy, = e
3) Applications.
a) Définition.
DEF : une fonction est appelée une application lorsque son ensemble de définition est égal a son ensemble de départ.
L’ensemble des applications de E vers F' sera noté F (E, F).
REM : si l'on restreint une fonction de £ vers F' & son ensemble de départ Dy, on obtient une application de Dy vers F'
; on fera souvent la confusion entre ces deux notions : par exemple, la fonction In peut étre vue comme une application de
R% vers R, ou comme une fonction de R vers R.
Exemple d’applications de E dans F.
- les applications constantes z +— a ol a est un élément fixé de F'
- si E = F, lapplication identique (ou identité), notée idg, définie par idg(x) =  pour tout x dans E.

b) Dénombrement des applications et fonctions.

PROP : le nombre d’applications d’un ensemble E,, de taille n vers un ensemble F}, de taille p est égal a ...........
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On peut donc écrire dans le cas fini : |F (E, F)| = |F||E| ; C’est la raison pour laquelle on note souvent aussi F (E, F) :
FE meéme pour des ensembles infinis.

Exercice : le nombre de fonctions de E,, vers F, est égal a ........
D2
4) Compositions des fonctions.

DEF : si f est une fonction de E vers F' et g une fonction de F' vers G, on définit la composée g o f de f et g (noter
Pinversion de ordre), par
EFE—G
gof:

x> g(f(z))

ATTENTION : puisque
(gof)(x)=g(f(2))

dans g o f, la fonction qui est effectuée en premier est f et non g !!!!
REM : I'ensemble de définition Dgos de g o f est 'ensemble des = de Dy tels que f (z) € D, ; il peut étre plus petit que
celui de f, mais par contre, si f et g sont des applications, g o f aussi.

Exemples E2 :
Ensemble de définition de Inoln, géométrie etc.

f est une fonction de E vers F'

PROP : si{ g est une fonction de F' vers G, alors (hog)o f =ho(go f) (que l'on écrit hogo f)
h est une fonction de G vers H

D3

REM : en toute rigueur, cette propriété ne peut s’appeler ”associativité de la loi o” que lorsque £ = F = G.

Notation : si f est une application de F dans F, on note f™ I’application f o ... o f pour n entier > 1 ; par convention, on
——

n fois
pose fU = idg ; attention, pour E = R, cette notation est en conflit avec celle de la puissance n—iéme (f" (z) = (f (x))"),
et c’est cette derniére interprétation qui prime en général.

5) Images directes et réciproques d’une partie par une application.

DEF : soient f une application de E vers F', A une partie de F et B une partie de F' ; on définit alors
- 'image directe de A par f, notée abusivement f (A), comme l’ensemble des images des éléments de A par f (ou
Pensemble des valeurs prises par I'application sur A).
- 'image réciproque (ou préimage ou ensemble antécédent) de B par f, notée abusivement f~1 (B), comme I’ensemble
des éléments de ¥ dont I'image par f appartient & B.

Autrement dit :
fA)={yeF/IrecA/y=Ff@)}={f(z) /v €A}
[ B)={zcE/f(z)e B}

Par conséquent pour z dans E et y dans F*:

yefAedeecd/y=[(x)
cef'(B)e f@)eB

NOTER QUE LA DEFINITION DE f~! (B) NE NECESSITE PAS I’EXISTENCE D’'UNE RECIPROQUE POUR f ;
CE QU’ON NE VEUT PAS VOIR : z € f~! (B) < 2 = f~! (y) avec y dans B ; la bonne définition n’est-elle pas nettement
plus simple ?
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E3 : sur un diagramme sagittal, pour des fonctions de R dans R, en géométrie, pure ou analytique.

REM : si B est un singleton {y}, on simplifie la notation f~! ({y}) en f=1 (y) ; c’est 'ensemble {x € E / f (z) =y} de
tous les antécédents de y par f.
Propriétés ; les lettres A, B, C désignent des parties respectives de E, F,G ; f € A(E,F),g € A(F,G) ,

1A CAy= f(A)Cf(A) [T. BiC By = f1 Bl)cf (B2)
2 f(ga) = uray |zt (s = g

3.0 f (iQIAZ) C Z.rewlf (A;) 3. ( ) B;)

4.1 f(A) > FA)Nf(B) 4 (B) =1 (B)

5.1/ (f(A4) DA 5. f(f‘l(B)) =Bn f(E)

6. gof (A) =g(f(A)) 6. (gof)~" (C) = f~ (¢~ (O))
Moralité : c’est toujours égal, sauf dans les trois cas encadrés.

D4

6) Injectivite.
a) Définition.
DEF : Une application f de E vers F est dite injective si les éléments de F' ont au plus un antécédent par f ; ceci se
traduit par

|1.Vyef(E) AzeE | y=f(v)]

ou encore, puisque seule I'unicité importe :

| 2. Ve, 2 €E f(x)=f(@)=a=2a|

ce qui par contraposée donne :

|3.Va#ad' €FE f(z)# f(@)]

Pour prouver pratiquement une injectivité, utiliser la CNS 2.
Une application injective est appelée une injection.

REM : si f est une fonction de E vers F' et I une partie de Dy, on dira que f est injective sur I si la restriction de f a
I est injective, autrement dit si Vo, 2’ € I f (z) = f (¢/) = x = 2'.

) On rappelle qu'une fonction numérique strictement monotone sur une partie I de R y est injective, MAIS QUE LA
RECIPROQUE EST FAUSSE (voir cours sur les fonctions réciproques).

Exemples : E3.
b) Fonction réciproque.

DEF : si f est une fonction de F vers I injective sur I, on définit la fonction réciproque fl}l de f sur I comme la fonction

de F vers E définie sur J = f (I) qui a y de J fait correspondre I’antécédent de y par f.
On a donc
y=flx)avecz el &z = f‘;l(y) avecy € J

Si I D Dy, on écrit simplement f~'.

)_1 ,arccos = (cos|..... )_1 ,arctan = (tan| )_1 ;argch = (chy. )_1

Ex : arcsin = (sin| __________

PROP : Si f est injective, f~* est aussi injective (sur f(E)), et (f7!) = f.

D5



COURS MPSI 5. FONCTIONS, APPLICATIONS R. FERREOL 09/10

¢) Dénombrement des injections.

PROP : le nombre d’injections d’un ensemble E,, de taille n vers un ensemble E,, de taillep > nestégalap(p—1)...(p—n+1) =
p!
(p—n)!

D6

Remarque : le fait que
nombre d’applications de E,, vers F},, = nombre de listes d’ordre n formées a partir de p objets
nombre d’injections de E,, vers F,, = nombre d’arrangements d’ordre n formés a partir de p objets
nombre d’application de F,, vers F5= nombre de parties de F,

noté p™ ou encore Ap.

N’est pas fortuit !
D7
7) Surjectivite.

DEF : Une application f de E vers F est dite surjective si les éléments de F' ont au moins un antécédent par f ; ceci se
traduit par

|1.VyeF IxeE [/ y=f(v) |

ce qui peut s’écrire tout simplement :
2. f(E)=F

Une application surjective est appelée une surjection.

REM : la surjectivité ne concerne que la définition de ’ensemble d’arrivée de 'application ; si 'on restreint I’ensemble
d’arrivée de F' a f (E), Papplication obtenue est surjective !

Exemples : E4.
Le dénombrements des surjections est plus difficile que celui des injections (voir exercices).
8) Bijectivite.
a) Définition.

DEF : Une application f de E vers F est dite bijective si les éléments de F' ont exactement un antécédent par f |
autrement dit si elle est a la fois injective et surjective ; ceci se traduit par

|VyeF Az el | y=f(z)]

Une application bijective est appelée une bijection ; ensemble des bijections de E vers F' est noté Bij (E, F), et Bij (F)
siE=F.

Une autre fagon d’exprimer la condition ci-dessus, est de dire que 1’équation
(Ey) :y=f(x)
D’inconnue x et de parameétre y posséde une solution unique pour tout y dans F.
Lorsqu’on vous demande d’étudier 'injectivité et la surjectivité d’une application f, écrivez :

Soit y € F' ; pour x dans F :

(By):y=f(z)&e ... ...

Si vous arrivez a exprimer x en fonction de y de fagon unique pour tout y, c’est que f est bijective.
Si l'équation (E,) n’a pas toujours de solution, mais que si elle existe, cette solution est unique, c’est que f est .....

Si I'équation (E,) a toujours des solutions, mais que pour certains y elle en a plusieurs, c’est que f est ....
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Si I'équation (E,) n’a pas toujours des solutions, et que pour certains y elle en a plusieurs, c’est que f ..... .

Exemples : E5.
b) Bijection réciproque.
PROP : si f est une bijection de F sur F alors sa réciproque f~' est une bijection de F sur E, et

fof ' =idp
ftof=idp

D8

Inversement, supposons que, f étant une application de E vers F, I'on connaisse une application g de F' vers E telle que :

fog=1dp
gof=idg

alors f est bijective, et g est sa réciproque.

D9

Ceci est une deuxiéme fagon de prouver une bijectivité, qui donne en méme temps la réciproque, mais nécessite d’intuiter
celle-ci & ’avance ; c’est pourquoi on appellera cette méthode la méthode ”deus ex machina”.

¢) Cas fini.
Prop : si E est fini, f application de F vers F, alors

f est injective < |f (E)| = |E|
f est surjective < |f (E) | = |F|
f est bijective & |f (E) | = |E| = |F)|

On en déduit que si F et F sont finis de méme taille, f est injective ssi f est surjective, ssi f est bijective et que
si |E|=mn, |Bij (E)|=n!.

D10

9) Composées d’injections, de surjections, de bijections.

d’injections injection
PROP : toute composée de surjections | est une{ | surjection
de bijections bijection

D11
10) Exemples de bijections ; dénombrabilité et puissance du continu.
a) Exemples de bijection de N sur une de ses parties propres, de N sur Z, de N sur N2, de N sur Q.
D12

b) Exemple de bijection entre deux intervalles de R de méme type , entre [0,1] et[0, 1].
D13

DEF : un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec N ; il est dit avoir la puissance du continu s’il est en
bijection avec R.

PROP : il n’y a pas de bijection de N sur R ; un ensemble dénombrable ne peut donc jamais étre mis en bijection avec
un ensemble ayant la puissance du continu (démonstration dans le cours sur les suites).

Exemple d’ensembles dénombrables : N, 2N, Z, N2, Q.
Exemples d’ensembles ayant la puissance du continu ; R, tout intervalle infini de R ; R? ; R3 etc... Il y a donc autant de

points dans un segment de longueur 1 mm que dans tout ’espace....



