COURS MPSI 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES R. FERREOL 09/10

I) EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

1) Geénéralités.

DEF : une équation différentielle du premier ordre est une expression du type

(B): f(z,y,9)=0

oll f est une fonction de R? dans R.

Résoudre (ou intégrer) (E) sur un intervalle I de R, c’est déterminer toutes les fonctions y continiment dérivables sur I
telles que
Ve el f(zy(z),y (x)=0

Cas particuliers (Hors programme) :
- équation "résolue en 3" : équation du type

(E):y = f(x,y)

N

Dans ce cas, si & tout point M = (z,y) de Dy on associe le vecteur V (M) = (1, f (z,y)), le vecteur v (M) dirige la
tangente a la courbe de la solution de (E) passant par M ; le tracé d’un certain nombre de ces vecteurs donne alors une
bonne idée des courbes des solutions de I’équation différentielle.

Avec Maple, pour I'équation y' = zy : fieldplot([1,x*y],x=-2..2,y=-2..2);

On voit bien apparaitre les courbes des solutions : y = A........
- équation "incompléte en x 7 : équation du type
flyy)=0
Si on arrive & la résoudre en 3’ (soit ¥y’ = g (y)), Elle s’intégre en lécrivant sous la forme y'h (y) =1 (ou h = ﬁ), ce qui

donne H (y) = 4+ C, ou H est une primitive de h (mais attention au pb des points ou g s’annule).

- équation " incompléte en y " : équation du type

f(xvy/) =0
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Si on arrive a la résoudre en gy’ (soit ' = g (z)), il ne reste plus qu’a trouver une primitive de g.
- équation "& variables séparables" : qui peut se mettre sous la forme :

y'f(y) =g(x)

Elle s’intégre sous la forme : F (y) = G (z) + C, ou F et G sont des primitives de f et g.
El: yy/ =2

fieldplot([y,x],x=-2..2,y=-2..2);

2) Equations différentielles linéaires du premier ordre.
a) Définitions et premiéres propriétés.
DEF : une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation du type
(B):a(x)y' +b(@)y=c(z)
ou a, b, ¢ sont trois fonctions de R vers R.

Résoudre (F) sur un intervalle I de R, c’est donc déterminer I’ensemble

Si(E)={yeC" (IR) /Vz el a(z)y (z)+b(z)y(z)=c(z)}

L’équation homogéne, ou sans second membre associée a (F) est équation :
(Essm) ra(x)y’ +b(x)y =0
PROP 1 : I'ensemble des solutions de 1’équation homogeéne S; (Ess,) est un sous-espace vectoriel de C* (I, R).
D1
PROP 2 : soit Sy (E) est vide, soit il est non vide, et si yo est une solution particuliere de (E),
St (E) = Yo + St (Essm)

D2
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REM 1 en d’autres termes : S; (E) est, 8’il n’est pas vide, un sous espace affine de C* (I,R) paralléle & St (Esgn) -

REM 2, encore en d’autres termes : on obtient la solution générale de (F) en ajoutant a une solution particuliére (s’il y
en a une) la solution générale de I’équation homogene associée.

b) Résolution de I’équation homogene.

TH : si les fonctions a,b sont continues sur I, ET SI ¢ NE SANNULE PAS SUR 1, alors St (Fssm) est une droite

b
vectorielle engendrée par la fonction y; définie par y; (x) = e?®) avec d primitive de —— sur I.
a
D3

Reédiger :
- Z((i)) dz

b
ay +by=0&1y = —ayﬁy:ae = a...(faire le calcul)
E2: sinz.y’ = cosz.y sur |0, 7[.

ATTENTION : si la fonction a s’annule, il faudra résoudre sur plusieurs intervalles et ensuite ”recoller” les solutions
obtenues. St (Fssm) n'est alors plus forcément de dimension 1.

E3: zy = 2y.
¢) Diverses méthodes partielles permettant d’obtenir une solution particuliere de (E) .

a) Si a, b, ¢ sont polynomiales, rechercher une solution polynomiale (en raisonnant auparavant sur le degré
de cette éventuelle solution)

Ed:zy —2y=—2—2
Attention : il n’y a pas forcément une solution polynomiale ; exemple : ' = xzy + 1.
B) Si c(z) est de la forme e(®) f (), chercher y sous la forme y = e¥®) 2.

En effet : y est solution de ay’ + by = e?f < z est solution de az’ + (ad’ +b) z = f
D4

Si a,b,d et f sont polynomiales, appliquer alors le «).
E5: ay — 3y = xte”
) Principe de superposition des solutions.

11 est solution de E; : ay’ + by = ¢;

4 . / _—
U» est solution de F : ay’ + by = ¢ alors a1y + aoys est solution de F : ay’ + by = ajc1 + asco.

PROP : si {
D5

E6: 1y —y=ux—e®+ 2%
0) Passage en complexes.
LEMME : y est solution complexe de I'équation ay’+by = ¢+ id (a, b, c, d fonctions réelles) si et seulement si

Re (g) est solution de ay’ +by =c
Im (g) est solution de ay’ + by = d

D6
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Si donc on a une équation du type ay’ + by = dcos f, on cherchera d’abord une solution particuliére complexe de
ay’ + by = de'’

La partie réelle de cette solution sera une solution particuliére de ’équation de départ.

Si de méme on a une équation type ay’ + by = dsin f, on cherchera d’abord une solution particuliére complexe de
ay’ + by = de'’

La partie imaginaire de cette solution sera une solution particuliere de ’équation de départ.

E7:9y —y=cosz,y —y=zcosz

d) Résolution de (F) par la méthode dite ”de variation de la constante”.

On se place toujours dans le cas ou a ne s’annule pas sur l'intervalle I ; on sait alors que (Ejsg,) posséde une solution
jamais nulle y;.

La méthode de variation de la constante consiste a chercher les solutions de (E) sous la forme zy; o z est une fonction
au lieu d’une constante ; cela revient en fait a changer de fonction inconnue (z au lieu de y) ; on a alors :

PROP : zy; est solution de (E) < 2/ = ﬁ.
1
D7

CORO : si les fonctions a, b, ¢ sont continues sur I, ET SI ¢« NE SSANNULE PAS SUR I,

y est solution de (F) < INER /y=yo+ A1

b
La fonction g; étant définie par y; (z) = e*®) avec d primitive de —— sur I et la fonction yo définie par yo (z) =
a

y1 (x) f(x) avec f primitive de =~ sur I.

ayi
St (F) est donc la droite affine dirigée par y; et passant par yp.

REM 1 : la résolution d’une équation linéaire du premier ordre exige donc deux calculs de primitive.

REM 2 : les fonctions y; et yo ne sont pas définies de facon unique & cause des constantes d’intégration intervenant dans
les calculs de d et f ; y; est en fait n’importe quelle solution non nulle de (Fyg,,) et yo n'importe quelle solution de (F) .

E8 : ay — 3y = xe”
E9: 4y —y=-cosuz.
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I1) EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU DEUXIEME ORDRE.
1) Généralités.

DEF : une équation différentielle du deuxiéme ordre est une expression du type

(B): f(z,y,9,9y")=0

oll f est une fonction de R* dans R.

"Résoudre” (ou "intégrer”) (FE) sur un intervalle I de R, c’est déterminer toutes les fonctions y € C? (I,R) (deux fois
dérivables et de dérivée seconde continue) telles que

Veel f(zy(z),y (2),y"(x)=0
REM : si Péquation est incompléte en y, c’est-a dire du type f (x,y’,3”) = 0, en posant z = 3’ on obtient une équation
du premier ordre en z, dont il suffira d’intégrer les solutions.

2) Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre.
a) Définitions et premiéres propriétés.

DEF : une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre est une équation du type
(B) a(2)y” +b(@)y +c(z)y=d(z)
ou a, b, ¢, d sont quatre fonctions de R vers R.

Résoudre (F) sur un intervalle I de R, c’est donc déterminer ’ensemble

Sr(E)={ye C*(IR) /Vz eI a(z)y" (z) +b(2)y (z) +c(2)y () =d(2)}

L’équation "homogene”, ou ”"sans second membre” associée a (E) est I’équation :
(Bssm) ra(x)y" +b(x)y" +c(z)y=0
PROP : l'ensemble des solutions de Iéquation homogene S; g (Fssm) est un sous-espace vectoriel de C2 (I,R) et soit
Srr (E) est vide, soit il est non vide, et si yy est une solution particuliere de (E),
SI (E) =Y + SI (Essm)

D8
REM : contrairement au cas de 'ordre 1, il n’existe pas de méthode générale de résolution d’une équation linéaire du
second ordre, sauf dans le cas ou les coefficients sont constants, seul cas au programme de SUP.

b) Equations différentielles linéaires homogenes du deuxiéme ordre a coefficients constants.

‘(E):ay”+by’+cy:0‘a,b,c€R, a#0

Remarque : une solution de (E) est forcément infiniment dérivable.

D9
On pose donc E=C> (R,R); S={ye F /ay’ +by +cy=0}

METHODE N° 1 : Solutions exponentielles puis variation de la constante (ANNEES PAIRES)

On recherche des solutions du type x — e*?.

PROP 1 : z+— € est solution de (E) < (Ecqr) @ ak? + bk +c=0.
D10
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DEF : (E.q.) est I'équation caractéristique de (E).

Notons k; et ko les deux solutions de cette équation (éventuellement complexes, et éventuellement confondues) ;
nous savons que pour tout A, x — Ae¥* est une solution de (E)
On fait alors varier la constante A en posant :

y = ze"® avec z fonction de z

On a alors
PROP 2 : y = ze*'* est solution de (E) < 2" = (ky — k1) 2/
D11

Soit alors A le discriminant de (E.q-) -

Premier cas : A >0 ; k1 et ks sont donc réels distincts.

PROP 3: si A >0, § = {z — AeM® + peh® / X\, u € R}

D12

Deuxiéme cas: A=0;k;i =ko=keR

PROP4:si A=0,5={z— (Az+pe* / A\ peR}
Troisiéme cas : A <0 ; k1 et ko sont donc complexes conjugués.
Si on résout dans C (S¢c = {y € C* (R,C) /¢y’ = ay’ + by}

Alors
Sc={z e ek fx e C}

comme dans le cas A >0, et S =ScNC>®(R,R).

On pose donc | k1 = r + iw avec w > O‘ (d'on kg =7 —iw) et
PROP5:si A<0,S={zr— % (Acoswz + psinwz) /A, p € R} ={z— ve™cos(wzr+¢) /v =0,¢€|0,2n[}

Remarque :
-si 7 <0, (< b non nul de méme signe que a), les solutions tendent vers 0 en +oo.
-sir=0,(< b=0), les solutions sont sinusoidales.

METHODE N° 2 (années impaires) : suppression du terme en y'.

On étudie d’abord le cas ou le coefficient de 3’ est nul.

PROP 1 (admise) : 'équation 3" = ky posséde pour solution générale :

Y= +pe % A pu€R sik=w?est >0

y=Acoswr + pusinwzr, \pc€R sik=—w?est <0

y=X+pu MNpeR sik=0

D13

Ensuite, on pose y = uz et on cherche la fonction u de sorte que I’équation différentielle en z ne contienne plus de terme

en 2.

PROP 2 : la condition pour qu’il n’y ait pas de terme en 2z’ est 2au’ + bu = 0, et I’équation différentielle en z est alors
auz” = — (au” + bu’ + cu) z
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.. _ b , . L, .
On choisit donc u = e~ 2% et ’équation en z s’écrit alors

A
z”:@zoﬁA:bzfélac

On en déduit la résolution compléte :

PROP 3 : I’équation ay” + by’ + cy = 0 posséde pour solution générale :

SiA>0:y=e 2% (A" + pe %) = Ae” = m

_ _ VA
b\/zz—i—ue b'jaﬂ, ApeR oﬁw:—2
a

VA

SiA<0:y=e 2% (Acoswe + psinwz), ApeR onw=

2a
SSA=0:y=e2"Az+p), AMpeR
E10:
y" = w?y et ¥y’ = —w?y avec w > 0 (solutions & connaitre par coeur).

2 +3y =2y =x; ¥ +y +y=1
2" 4 2ra’ + w?x = 0 avec r,w > 0 (oscillations amorties) : les solutions tendent toutes vers 0 en +oo.
2" + wiz = acoswt avec k > 0 (oscillations non amorties forcées)

REM : on trouvera dans I’exercice 12. une méthode de variation des constantes permettant de trouver de facon systéma-

tique une solution particuliére, aprés avoir résolu ’équation sans second membre.



