EXERCICES MPSI 10. ALGEBRE LINEAIRE R. FERREOL 09/10
B. APPLICATIONS LINEAIRES

1.+ (Petites mines 96) Soit f € £ (K*) définie par f(€1) = f(€2) = €1 — €2, f(€3) = —f(€4) = €3— €4 ;
(€1, €2, €3, €4) est la base canonique de K*).
x x
(a) Déterminer £ | ¥ |, f2(€1), f2(€2), f2(€a), f2(€a) et f2| Y
t t
(b) Remplir le tableau :
base représentation paramétrique | systéme d’éq. cartésiennes
ker f (?1 - ?2, ............... )

Im f

ker f2

Im f?

(c) Vérifier que que dimKer f +dimIm f = dimK*, mais que par contre Ker f +Im f # K* (attention au faux
théoréme du rang !), tandis que K* = Ker 2 @ Im f2 .

2. Soit f € L (E,F), F une famille finie d’éléments de E.

(a) Montrer que si F est liée, f (F) est lice. Contraposée de cette implication ?
(b) Montrer que si F est génératrice ( de B), f (F) est génératrice de Im f.

3. : Soit f € L(E,F) ; avec E, F espaces vectoriels sur K ; E de dimension n, F de dimension p.
Dire pour chacune des phrases suivantes, si elle caractérise l'injectivité, la surjectivité ou la bijectivité de f.

(a)
(b)
(¢) L’image d’une base de E est génératrice de F.
(d) rgf=n.

L’image de toute famille libre est libre.

(e) L’image d’une base de E est libre.

)

(f) rgf=p

(g) L’image d’une base de E est une base de F.
)

(h) L’image de toute famille génératrice de E est génératrice de F.
4. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G) ou E,F,G sont trois K-espaces vectoriels.

(a) Montrer que go f = 0 si et seulement si Im f C Ker g.
(b) Comparer vis-a-vis de U'inclusion Ker (g o f) et Ker f, Im (g o f) et Img.

5. Soient f,g € L (B,F) ;

(a) Montrer que Im (f +g) C Im (f) +Im (g) .
(b) Donner un exemple trés simple ot Im (f + g) # Im (f) + Im (g) .
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(a) Donner, si c’est possible, un exemple d’endomorphisme de K2

i. dont le noyau est réduit a {(0,0)} .

ii. dont le noyau et I'image sont non nuls et distincts.
iii. dont le noyau est égal a I'image.
iv. dont le noyau est égal a K2.

(b) Mémes questions dans K?, puis dans K.

K[X] — K[X]

(a) SoitD:' P p ,

i. Montrer que D est un endomorphisme de K [X] surjectif mais pas injectif. Est-ce contradictoire ?
ii. Trouver un endomorphisme de K [X] injectif mais pas surjectif.

K, [X] = K, [X]

(b) Soit D, : P p

. Vérifier qu’on a bien :

rg D, + dimKer D,, = dimK,, [X]

8. : Soit 7" un réel fix¢, et B =C>® (R,R) N {f € R® / f est périodique de période T} .

(a) Verifier que si f € B, alors f’ également.
E—-E
f=f

Soit D I’endomorphisme :

(b) Déterminer Ker D.

(c) Soit g € B ; montrer que g € Im D si et seulement si fOT g (z)dx =0.
(d) Montrer que E = Ker D & Im D.

9. : Caractérisations des homothéties
(a) Démontrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes f de E tels que :

vz €E Jaz €K f(?):oz??

Indication : démontrer que oz = a, d’abord dans le cas (7', 3) libre, puis dans le cas (7', ) li¢ avec T et 3/
non nuls.

(b) En déduire que les homothéties sont les seuls endomorphismes de E qui commutent avec tout autre endomorphisme
(on pourra considérer une projection sur Vect (7).

(c) ** Geénéralisation de (a).
Montrer que si f,g € £ (E,F) vérifient VZ' € B Ja(7) € K f(7) = a(@)g(7), alors Ja € K f = ag.

10. : Soit P un plan vectoriel ; on va montrer que si f est un endomorphisme de P qui n’est pas une homothétie, tout
endomorphisme qui commute avec f est de la forme aidg + Gf.

(a) En utilisant le 9. (a) montrer qu'’il existe zg de P tel que B = (Zg, f (Zg)) soit une base de P.

(b) Soit g un endomorphisme commutant avec f ; exprimer g (zg) dans B, puis g (f (Zg)) et en déduire que g est de
la forme aidg + Bf.

(¢) En déduire que (idg, f, f?) est lice.
Attention, ceci n’est valable qu’en dimension 2 ; on peut trouver en dimension supérieure des endomorphismes

f qui ne sont pas des homothéties tels qu’il existe un endomorphisme commutant avec f et qui n’est pas un
polynéme en f (cf. exercice 9. (c) sur les matrices).
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11. : Début ENSI 1975

1 2 3

. 2 4 5
On donne la matrice A = 3 5 10
4 7 12

Soit f4 l’application linéaire de K® dans K* dont la matrice associée, relativement aux bases canoniques (7, 7}, ?) de
- = = —
K3 et (i’,j',k', l') de K* est A.
(a) Déterminer Ker f4 et en déduire rg f4.
(b) Déterminer une base de Im f4 dont les vecteurs n’ont que des coordonnées égales & 0 ou a 1. Soit (T, 7, ?)
cette base.
(¢) Que dire de la restriction g de f4 a Im f4 (pour ’ensemble d’arrivée) ?

. . . . - = > - = =
Déterminer la matrice de g relativement & la base canonique ( i,7, k) de K3 et a la base (I , J K ) de Im f4.

KP - E
, ~ = , A1
12. Soit F = <x1, ...,xp> une famille de p vecteurs de E, et f : . i Aol
X k=1
(a) Vérifier que f est linéaire.

(b) Montrer que F est libre ssi f est injective, et que F est génératrice ssi f est surjective.

P o
(c) Soit F l'ensemble des (A1, ..., Ap) € KP tels que Y Apxp = 0. Pourquoi est-ce un sev de E?

k=1
(d) Sirg(F)=p, que dire de F' ?
(e) Sirg(F)=p—1, montrer que les éléments de F' sont proportionnels entre eux.
(f) Déterminer dlmF en fonction de p et rg (F).
(g) Déterminer des équations cartésiennes de F' et une base de F, quand
1 2 1 1 3
- -1 1 = 1 = 2 | = -1 1 = 13
T 9 ;L2 _3 T3 1 3 L4 = 1 3 L5 = 1
1 1 0 1 1

13. : Utilisation des applications linéaires dans les équations différentielles linéaires.
Rp [X] — Ry, [X]

P — P’"+aP +bP
léquation différentielle linéaire 3" + ay’ + by = Py posséde une unique solution polynomiale de degré inférieur ou égal
an.

Soient a,b € R avec b # 0 et Py € R, [X]. En étudiant ’application linéaire , montrer que

14. : Donner la matrice relativement aux bases canoniques des applications linéaires suivantes :

(a) Symétrie s de K* de base Vect (el + 62, es + 64) et de direction Vect (el - 6_2), e — e_:;)

(((a, 6_2), es, 64) est la base canonique de K4) .
(b) Application D : K, [X] — K,_1 [X] , P~—P
(c) Application f : K, [X] — K41 [X], — X.P(X)
(d) Application f: K, [X] — K, [X], P (X) — P(X+1)
(e) Application f: K, [X] — Kon [X], P(X)— P(X?)
(f) Application T : My (K) — My (K), M —IM ; * généraliser a M, (K).
)

(g) Application f : My (K) — My (K), M — AM (A matrice carrée fixée) et application g : My (K) — My (K), M —
M A; * généraliser a M, (K) .
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(h) Application f: Ko [X] x Ko [X] - Ko [X] , (P,Q) — P —Q.

15. : Soit B = (7, ?) une base d’un espace vectoriel de dimension 2. Les matrices suivantes sont les matrices d’endomorphismes
fr de B, relativement a B.
On demande dans chacun des cas :
. - = — —
- de faire une figure avec | ¢, j | orthonormée, (fk ( i ) s Jx (] ))
- de donner les expressions analytiques définissant f
- de construire 'image d’un vecteur u quelconque
- de reconnaitre fj géométriquement.

(@) My = | A H

0
0 1
0
1

(c) M3: _01]

@ =] Gy oy |
(e) M5} 11]

(f) MeZ:é 8}

() M7::1 1}

16. (extrait de ENSI oral) :
Pour quelles valeurs de n I'application f : P — (2X 4+ 1) P — (X? — 1) P’ définit-elle un endomorphisme de K, [X] ?
En donner la matrice canonique dans ce cas.

17. Soit E = KK et P = {f €E/ f est paire},I = {f € E/ f est impaire} ; montrer que E =PI et que P et I sont
isomorphes.

18. * : Suites exactes et nouvelle démonstration de la relation de Grassmann.
Soit la suite d’applications linéaires : [ EiY Eo EL O s E,—1 In K,
On dit que cette suite est exacte si Im f; = Ker f;+1 pouri=1,...,n — 2.

(a) Soit f € L (E,F). Prouver que
i. f est injective si et seulement si {O} B L F est exacte.
(remarque : il n’y a qu’une possibilité pour la premiére application)
ii. f est surjective si et seulement si E 4, F — {O} est exacte (remarque similaire).

—

(b) On suppose que {0} — By Eil 9 £y Iy E,_1 Tngt E, — {6} est exacte. Montrer :
> (-1* dimEy, =0
k=1

(¢) F et G sont deux sous-espaces de E. Soit

FNG—FxG FxG—o>F+G

L ;»—><¥,;> etw:‘ (v, y) —z—y

— —

montrer que la suite {O} L FNGEF x GLF +G— {0} est exacte.

(d) En déduire la relation de Grassmann.
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19.

20.

: Soient B et F deux K—espaces vectoriels et f € L (E,F) ; E' est un sous-espace vectoriel de E et F’ un sous-espace
vectoriel de F. On demande de prouver les relations suivantes :

(a) dim f (E') = dim E' — dim (E' NKer f) (en particulier dim f (E') < dim E'.)

(b) dim f~! (F') = dim (Ker f) + dim (F’ N Im f).

(c) codimg (f~* (F")) = codimp (F') — codimg (Im f + F”).
: Soit u € L(IE) bijective et F' un sous-espace-vectoriel de E stable par u, c’est a dire que u (F') C F.

(a) Montrer que si F est de dimension finie, alors u (F) = F.

(b) * Montrer que ceci est faux en dimension infinie : considérer u de (K[X])® dans lui-méme qui & (P,Q) associe

(XP, P(0) + QTQ(O)> et F=K[X] x {0}.

21.

22.

(a) Soient f,g € L(E,F) (en dimension finie). Montrer que :

lrg f —rgg| <rg(f+9) <1gf+189

donner un exemple pour chaque cas d’égalité.
(b) Soient f € L(E,F) et g € L(F,G) (en dimension finie) ;

i. Montrer
A. dim(Im(go f)) < dim (Im f)
B. dim (Im (g o f)) < dim (Im g)

C. dim (ker (go f)) < dim (ker f) + dim (ker g) (utiliser le théoréme du rang pour la restriction h de f a
ker (g o f))
ii. En déduire les inégalités dites ”de Sylvester” :

rgf+rgg—dimF <rg(go f) < min(rg f,rgg)

Etudier les cas d’égalité.
iii. * Montrer plus précisément en utilisant la restriction k£ de g a Im f que

rg(gof) = rg(f)—dimkergNIm f
= rg(f)+rg(g) — dimF + (dimker g — dimker g N Im f)
= rg(g) — codimy (ker g + Im f)

(a) Montrer que pour des endomorphismes en dimension finie, si g o f est bijectif, alors f et g le sont.

deux méthodes : soit utiliser la relation : rg (g o f) < min (rg f,rgg), montrée a l’exercice précédent, soit montrer
que f est injective et conclure.

(b) Soit f:‘ K[;C]SEP[X]

(le (a) est donc faux en dimension infinie).

, trouver g € £ (K[X]) tel que go f = idg[x], et montrer que ni f, ni g ne sont bijectifs

*: Solent f € L(E,F) et g€ L(F,G).

(a) Montrer que si F” est un sous-espace vectoriel de F,

FUNE)) = Falmg
g (g(F) = F+Keryg
(b) En déduire que
KergNImf = f(Ker(gof))et Kerg+Imf =g~ (Im(gof))
Ker(gof) = f ' (KergNImf) et Im(go f) = g(Kerg+ Im f)
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(c¢) En déduire que

Ker(gof) = Kerf @Kergﬂlmf:{ﬁ}
Im(gof) = Img & F=Kerg+Imf

(d) En déduire qu’en dimension finie :

= rg(f)@KergﬁImf:{ﬁ}
= rg(g) ©F=Kerg+Imf
= Kerg®Imf <77

of
of

~

rg(

g
rg(g

=g

23. : Soit f € L(BE) ; pour tout k € N, on note N, = Ker (fk) et I, =Im (fk) ; Montrer que :

(a) Nj, C Nig1 et Iy C I
(b) * Si Ny = Nypy alorsVg >k N, =Ng et NN I, ={0}.
() *Sily =Ipsq alorsVg 2k I, =1I; et E= Ny + I.
(d) *Siky = min{k eN / N = Nk+1} et ko = min{k eN / I, = Ik+1}, alors k1 = ko (: k) et E =N I.
24. : Soient E un espace vectoriel sur K, et f € L(E) ;

(a) On considére les propriétés suivantes :

(A) : E=Kerf+Imf (B)Im f? =Im f
(A') Kerfﬂhnf:{a} (B') Ker f? = Ker f

Prouver que (A) < (B) et (A') & (B’) (cf. exercice 23).

- K[X] — K[X]
e e r_rio

i. Montrer que f vérifie (A’), mais ne vérifie pas (A)

(b) Soit f :

ii. Montrer que g vérifie (A), mais ne vérifie pas (A')

(c) On suppose dimE < co. Montrer que : (B) = (B’) et (A’) = (A). Conclusion ?
En déduire que :
E=Kerf®Imf < rgf=rgf>

(d) Donner un exemple d’un tel endomorphisme f, autre qu'un projecteur ou qu’une bijection.
Donner un exemple d’un endomorphisme f ne vérifiant pas cette propriété.

25. : Soient E un espace vectoriel sur K, f € L(E), et fo € L (Im f) la restriction de f a Im f ; montrer que

E =Ker f +Im f & fy est surjective
Ker fNIm f = {O} < fo est injective
E=Kerf@Imf<?

26. :

(a) Donner un exemple d’endomorphisme de K? dont I'image égale le noyau.

fof=0
(b) Soit B un espace vectoriel de dimension n sur K, et f € £ (E). Montrer que : Ker f = Im f < { 7 st pa;ilr
rgf=—
gf=35
c) Sin =2p, soit (€1, €a,..., €,) une base de Ker f = Im f ; il existe donc p vecteurs €} tels que €,; = f(€’) ;
Si 2p, soit (€1, €2,..., €p base de K I il existe d teurs ¢’ tel e ¢!
montrer que B = (?1, € ?p, e, el ., ?;) est une base de [E et écrire la matrice de f dans cette base.

27. : Les ensembles constitués des fonctions suivantes sont-ils des sous-espaces vectoriels, des sous-algébres de R® ?
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(a) Les fonctions continues sur R.
(b) *Les fonctions uniformément continues sur R.
¢) Les fonctions lipschitziennes sur R.

e) *Les fonctions uniformément continues bornées sur R.

(
(f

(g) Les fonctions de classe C* sur R.

)
)
(c)
(d) Les fonctions bornées sur R.
)
) Les fonctions lipschitziennes bornées sur R.
)

28. : Soit E un espace vectoriel sur K, et f,g € L (E) tels que f et g commutent, i.e. fog=go f.
On dit qu’un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si f (F) C F.

(a) Montrer que Ker f et Im f sont stables par g.

(b) Soit P = Zaka‘ € K[X], Montrer que P (f) (def Zakfk, sans oublier que f0 = z'dE> et g commutent. Qu’en
k=0 k=0
déduit-on pour Ker (P (f)) et Im (P (f)) ?

29. *: Soit E = C* (R,R), P le sous-espace constitué des fonctions paires, I celui constitué des fonctions impaires.
(a) Vérifier que E=PaL
(b) On définit une application ¢ de E dans E par ¢ (f) (z) = [*, f(t)dt pour tout f € E et tout = € R.
i. Veérifier la linéarité de ¢ ; déterminer ker ¢ et Im ¢ ; en déduire 2.

ii. En déduire que PP et I sont isomorphes (comparer avec 1’exercice 17).

N
30. *: Soit E un espace vectoriel sur K non réduit a { 0 } et f € L(E). Dire si chacune des assertions suivantes est vraie
ou fausse.

(a) fzzldE=>f::|:1dE
(b) f2=idg=3IT A0 €E / f(z):iz
(c) siA=0b%—4ac>0,a#0

af? +bf +cidg =0= (2af +bidg)* = Aidg = f = <M> idg

2a

(deux assertions)

(d) On suppose dimE = 2.
Si 37 € E tel que (?,f (?)) est libre et f2 <§> =0, alors f2=0.

31. *:

(a) lemme : montrer que si E et F sont non réduits & {F}, L (E,F) n’est pas réduit & {2 F}
Soit f € L () ; montrer que

(b) f est simplifiable & gauche < f est inversible a gauche dans £ (E) < f est injectif.

(¢) f est simplifiable & droite < f est inversible & droite dans L (E) < f est surjectif.

Donc f € GL (E) < f est simplifiable (ou réguliére).

32. *: Soient x1, ..., T, n éléments distincts de K.
Montrer que ensemble des n—uplets (P(z1), ..., P(x,)) pour P décrivant K[X] est égal & K™ tout entier.

33. *: Soit ¢ une forme linéaire sur E = K’ telle que o(x — 1) ne soit pas nulle. Montrer que I’ensemble G des applications
constantes de I dans K est un supplémentaire de F' = ker ¢ dans E.

34. :
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(a) déterminer la matrice canonique de I’'endomorphisme de K* transformant le plan P : x +y = 0 en le plan
P:zx+y—2=0,leplan@Q:y+z2=0enleplan Q' : —x+y+2 =0, et le plan R: 2+ 2z = 0 en le plan
R:x—y+2=0.

(b) * Montrer que plus généralement, il existe en dimension n un unique endomorphisme transformant n hyperplans
donnés, noyaux de n formes linéaires formant une famille libre, en n hyperplans donnés.

35. *: Soit f une forme linéaire non nulle sur E.

(a) Montrer qu'il existe un € € E tel que f(€) = 1.
(b) Pour T et ¥ de B, onpose = * y = f(Z)Y + f(¥)Z — f(Z)f(¥) € ; montrer que (E,+,.,*) est une
K —algébre commutative.

(c) Résoudre dans B2 : T+ 5 = 0.
36. * : Base duale.

(a) Soit E un K-espace vectoriel de base (eq, e, ...,€,) ; pour 1 < ¢ < n, on définit f; € L(E, K) par f;(ej) = 6;j ;
montrer que (f1, fa, ..., frn) est une base de L(IE, K) (appelée base duale de (eq,ea,...,ep)).

(b) On prend ici E =K, _1[X] ; soient z1, 2, ..., T, n éléments distincts de K et f; € L(F, K) définie par f; (P) =
P (x;). Montrer que (f1, fa,..., fn) est une base de L(B, K) et déterminer une base (Py, Ps,..., P;) de E dont
(f1, f2y --vs fn) soit la base duale.



