EXERCICES MPSI 8. FONCTIONS DE R DANSR  R. FERREOL 09/10

| FONCTIONS CONVEXES |

sinx
1. : Montrer que [j ——dz > iy
x 2
2. : Démonstration directe (sans passer par f’ croissante) de f” > 0 = f convexe lorsque f est deux fois dérivable.
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R.

x2 , . .
.Déterminer our que y = ¢ (x) soit
£ (@2) ' g pour que y = g ()

T

f ($1) et M2

Soient x1,zo € I avec w1 # x2, et les points My

léquation de la droite (M; M)

(a) On pose h(z) = f(x) —g(x) — A(x — 1) (x —22). On fixe kg € ]r1,22[, et on choisit A\ de facon a ce que
h (CL’Q) =0.
Montrer que
(Fc € Jz1,22]) B (c) =0

en déduire

f (o) = 9 (w0) = 5" () (w0 — 1) (w0 — 22)

(cette formule est la formule d’interpolation linéaire).
(b) Démontrer (f”" > 0 sur I) = f convexe sur I.
3. * : Démonstration directe de f” > 0 = Cy au dessus de ses tangentes.

o

Soit f : R — R deux fois dérivable, sur un intervalle I, et soit zp € I ; on note 7' la tangente a Cy en My o

[ (o)
Soient M € Cy et P € T, points d’abscisse x.
) Calculer g (z) = PM
b) Montrer que : (Jc € |zo,z]) g(x) = (x —z0) (f (¢) — f' (z0))
) Montrer que : (3d € |zo,z[) g(z) = (z —x0) (c — o) " (d)
)

Démontrer (f” > 0 sur I) = Cy sur I est toujours situé au dessus de ses tangentes.

(a) La composée de deux fonctions convexes est-elle convexe ?
(b) Le produit de deux fonctions convexes positives est-il convexe ?

Soit f~! la réciproque sur I d'une fonction strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur I. Trouver
une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que f~! soit convexe.

—
¢
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5. *: Soit (A1, Ag, As, A4, A5) un pentagone convexe quelconque inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R dans
le plan orienté.

T .
On pose 26, = (OA,,, OAPH) avec 0 < 0, < m pour 0 < p < 5 avec la convention Ag = A;.
(a) Démontrer que le périmétre du pentagone est
p=2R[sinf + sinfs + sinfs + sin Oy + sin (61 + 02 + 03 + 04)]

(b) Démontrer que la fonction = — —sinx est convexe sur [0, 7).

01+6+ 05+ 064
4

(¢) En déduire que p < 2R [4 sin ( > +sin (61 + 02 + 035 + 64)

R—-R

(d) Montrer que la fonction ¢ : 7 dsin® 1 sinw

admet un maximum absolu sur |0, 7[.

(e) Déduire des questions précédentes que parmi tous les pentagones convexes inscrits dans un cercle, celui qui a le
plus grand périmétre est le pentagone régulier.

6. * : Montrer que f concave positive sur R = f constante.
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7. * : Montrer que si f est continue sur I alors

Ve,yel f (x;y) < f(x);f(y) = f convexe sur [
8. *: Onpose f:xr— x_l pour x # 0 et f(0) = 1.
Etudier f et montrer qu’elle est convexe sur R (on pourra remarquer que f (z) + % = %coth %, ce qui permet de
chE - -
mettre f”(x) sous la forme sh32§ (5 —th 5))

En vous aidant de la figure ci-dessus, trouver et rédiger une démonstration du fait que si 0 < a < b, alors

Inb—Ina _a+b
vab < <
ab b—a 2

inégalités reliant les moyennes géométrique, logarithmique, et arithmétique de deux réels positifs.



