EXERCICES MPSI 10. ALGEBRE LINEAIRE R. FERREOL 09/10

DETERMINANTS
1. : Décomposer o en cycles disjoints ; calculer 02°°?. Déterminer la signature de o.
(a)a—12345678
“\3 1 26 7 8 5 4
1 2 3 45 6 7 8
(b)"_(54 1786 2 3)
(c) 0={(1,2,3)0(2,3,4)

2. Racine carrée d’une permutation.

(a) Déterminer o telle que 0 = (1,2,3), et plus généralement, 02 = (1,2,3,..,2p + 1) .
(b) Déterminer o telle que 0? = (1,2) o (3,4), et plus généralement, 02 = (1,2,..,2p) o (2p + 1,..,4p) .
)

(¢) Détermi el , (12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
¢) Determmer g e que o= =19 4 5 g8 9 10 11 13 15 12 14 16 1 7 3 6

(d) * o9 € S(E) étant donnée, a quelle CNS existe-t-il o € S (E) tel que 02 = o¢ ?

3. * : Nombre de transpositions intervenant dans une permutation.
Etant donnée une permutation o de S, on note o (o) le nombre d’orbites de o (y compris les orbites & un élément).

Démontrer que le nombre de transpositions intervenant dans une décomposition de o est toujours supérieur ou égal &
n—o(o).

4. : Montrer que est symétrique en a, b et ¢ sans le développer.

Q=
o = Q
0 o

(a) Montrer que

cosa cosb cosc a—b bevc c—ua
sina sinb sinc | =sin(c—b)+sin (b —a) + sin (a — ¢) = 4sin sin sin
1 1 1 2 2 2

(b) En déduire que si A, B, C sont les mesures prises dans ]0, [ des angles non orientés d’un triangle,

sin2A +sin2B + sin2C = 4 sin Asin BsinC

(cf ex 4 des fonctions usuelles)

6. : Montrer que :

1 cosa cosb
cosa 1 cosc | =(cosc—cos(a+b))(cos(a—b)—cosc)=4sinpsin(p—a)sin(p — b)sin (p — ¢)
cosb cosc 1

avec p = %HC.

7. : On se donne trois fonctions Cy, Ca, C3 de R vers Mj 1 (R) dérivables sur R. On pose alors : f(z) = det ([Cy (z),Cs (x), Cs (z)])
pour tout réel x.

(a) Justifier la dérivabilité de f, et exprimer f’(z) comme somme de 3 déterminants.

a sin(0+«) cos(0+ «)
(b) Montrer que : | b sin(6 + ) cos(6+ F) | ne dépend pas de 6. Le calculer.
¢ sin(0+7) cos(6+7)
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! _y/
y/ :,Ul

. : - 2 2 .
est-elle la méme que celle qu'on obtient en écrivant |z2/|* = |2 |2/|> 7 (cf. ex. 11 sur les matrices).

(b) Montrer plus généralement par une méthode similaire I'identité d’Euler pour u, v, u’, v’ € C: (|u|2 + |v|2> (|u’|2 + |v’|2> =

¥ de deux fagons différentes. Pourquoi la formule obtenue (identité de Diophante)

(a) Calculer

lue/ — o' + |uv’ + UU|2 (cf exercice 4c) sur les complexes).

9. : Démontrer que dans un espace vectoriel réel de dimension 3, il n’existe pas d’endomorphisme f vérifiant 2 = —id.
Donner par contre un tel exemple d’endomorphisme dans le plan.

10. :
a b c 1 1 1
(a) Calculer puis factoriser | ¢ a b 1 j 42| ; en déduire la factorisation du déterminant circulant droit :
b ¢ a 1 52 4

, ainsi qu’'une belle formule (cf. ex. 5 sur les complexes).

SN0 R
o o
ISEES e

(b) Factoriser le déterminant circulant gauche :

(SIS
ISEE eI~
SR O

11. : On rappelle que la suite de Fibonacci est définie par :

Fy=0
{F(;l ; VneN Foo=F,1+F,

1 1
OnposeA[1 0}

(a) Calculer A™ a l'aide de la suite de Fibonacci.

(b) En déduire que Fy11F,—1 — F2 = (-1)".

n
(c) Calculer A2 en fonction de A et I,,; élever & la puissance n et en déduire que Fs, = Z ( Z > Fy,.

k=0
12. :
(a) Montrer que, dans un plan affine, M (z,y), M’ (z',y'), M" (z”,y") sont alignés ssi
z y 1
Z y 1 |=0
I'N y// 1
(b) En déduire que dans le plan complexe, M (z), M’ (2), M" (2") sont alignés ssi
z z 1
Z 2 1 |=0.
2" 21

13. : Théoréme des accroissements finis super-généralisé :
Soient f, g, h trois fonctions définies sur R, a valeurs réelles, continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b[.

fla) f() f(z) fla) f(b) f'(c)
(a) En considérant ¢ (z) =| g(a) ¢(b) g(x) | montrer qu’il existe ¢ € Ja,b[ tel que | g(a) ¢g(b) ¢ (¢c) |=0
h(a) h(b) A (c)

h(a) h(b) h(z)
(b) Montrer que cet énoncé contient celui du théoréme des accroissements finis généralisés (il existe ¢ € Ja, b[ tel que
FO)= 1) 1@ | g
g(b)—gla) g¢'(c) '
(¢) Retrouver aussi le théoréme des accroissements finis usuel.
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(d) Donner 'interprétation cinématique de ce théoréme pour un mouvement

x = f(t)
t=M@t)y y=g()

z=h(t)
14. *
(a+1b)° a? b?
(a) Montrer a laide de manipulations élémentaires, que D (a,b,c) = c? (b+c)? b2 est égal a
c? a? (c+a)?
3la+b a b
M b+c b ; terminer le calcul.
2
c a c+a
(a +0)? b? a?
ontrer que si abc # 0, a,b,c) = b b+c c est égal & (abe a,1/b,1/c) ; en déduire
b) M i abe # 0, D' (a,b 2 (b+o) 2 la (abe)* D(1/a,1/b,1 dédu
a? c? (c+a)?
sa factorisation.
a b c d
. b a d c
15. : Factoriser c d a b
d ¢ b a
16. Déterminant de Cayley-Menger.
Montrer que :
0o 1 1 1 0 a b ¢
2 72
e e e e b (atbtaa—brolath-o
1 ¥ a®> 0 c b a 0

17. Montrer que
0 a b c
—-a 0 r —q

A= b —r 0

= (ap + bg + cr)?

icati : 1 a 0 r 0
Indication : si r #0,A = - b .0 0
—-¢ q D 0
r -y —z —t
18. A= Z _xt i -z ; remarquer que tCi.Cj = (xQ + y2 4+ 224 t2) 51.1, : en déduire que det (A) = (xz + y2 4224 t2)

t z -y =
calculer A1

19. Calculer D,, = a yet Dy = ) a a ,pour 0 <k < n.

20. :

2 .
)
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1+a; ay .. . ay
a2 1+ as as . as
(a) Montrer que .. .. = 1+ay+as+..+a, par une succession de combinaison
An—1 .. Ap—1 14’an—1 An—1
an .. an 1+ a,
de lignes ou de colonnes.
14+ 2 1 . . 1
1 1429 1 . 1 1 1
(b) En déduire que pour tout z1, 3, .., x, € K*: . . = T122...Tp (1+— +..+—)
1 S T R S | 1 Tn
1 . 1 1+ =z,
21. Déterminant de Van der Monde.
1 = a2
(a) Factoriser | 1 y y
1 z =z
1z 2} ap !
I R B . .
(b) Onpose V, (z1, X, ..., Tpn) = ; en commencant par la droite, retrancher a chaque colonne

2 -1
1 =z, z; 1. zo

la pérécedente multipliée par z,,, et monttrer que V;, (21, .., pn) = (X, — x1) (T, — T2) .. (X, — Tp—1) Vi1 (21, -, 1)
; en déduire V;, (21, .., z,) (& retenir).

22. Quelques applications des déterminants de van der Monde.

11 1 . 1
(a) Calculer 2 2 . 7
I n n? 1. n’;;l
(b) Démontrer qu'il existe un unique polynéme de dégré inférieur ou égal & n — 1 prenant des valeurs données en n
points donnés (distincts).

(¢) Démontrer que si les «; sont des complexes distincts, la famille (x — e®% x — e*2% .. x +— e*?) est C-libre dans
CR.

23. * : Déterminants circulants (généralisation de 7).

1 1 1
ar G2 .. an 1w U1 2ikm 2im
(a) On pose A = GnGr Gl g = |1 u? otuy=e N =uf(u=en).
a .. anp a1 1 ! u’ifl
1 . n—1
Montrer que AU = U.diag(f (1), f (u1), .., f (u’ffl)) ,ol f(2) =ay + zas + ..+ 2" ta,,
n—1
(b) En déduire que det (A) = Hf (uj).
7=0
ay ag .. Qp,
(c) Factoriser aussi : T
an a1 .. QAp—1
24. * : Déterminant cyclotomique.
n—1
(a) Soit « une racine n-iéme de 1 ; montrer que Zak =nd1q.
k=0
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1 1
U1
(b) Soit U, =| 1 u?

—_

1oyt
calculer Dy, Do, ..Dy.

1
Unp—1 2ikm 22_71—
otuy=e N =uF (u=e n ) (méme matrice que dans 20) et detU,, = D,;
Uty

(c¢) En faisant bien attention de ne pas confondre le ¢ complexe, et le i entier, on peut remarquer que U, (1,7) =
u" Montrer que U,U,, = nl,. En déduire que U, est inversible et exprimer son inverse.

(d) Montrer que D,, = n™2. On se propose de calculer maintenant exactement D,,.

s

(e) Posons a« = en (a est donc une racine carrée de u). En remarquant que D,, est un déterminant de Van der

Monde, montrer que

(f) Montrer que R = |D,,|

D, = H aftt H ) H 2sin (%ﬂ)

0<k<i<n—1 0<k<i<n—1 0<k<i<n—1

R

—1)?
(g) Montrer que Z k+l= %
0<k<i<n—1
(n=1)(3n=2)
(h) En déduire que D,, =1 2 n"/2 Vérifier les calculs du b).

25.

(a) Construire une matrice d’ordre 4 a coefficients entiers non nuls dont le déterminant vaut 1 ; déterminer son inverse.

(b) *: Démontrer qu’une matrice inversible a coefficients entiers a une inverse a coefficients entiers ssi son déterminant
est égal & +1. Appliquer ceci & la résolution du sujet d’étude 25. b) du premier trimestre.



