EXERCICES MPSI 7. ESPACES VECTORIELS R. FERREOL 09/10

Dans tous ces exercices, K est égal & R ou C et E est un K—espace vectoriel.

: Dire dans quel K—espace vectoriel sont inclus les ensembles suivants (il faut préciser K dans certains cas). En sont-ils
des sous-espaces vectoriels ?

(a) Z
(b) QxR
(c) {(z,y) €eK? /2 =0}
(d) {(z.y) eK* /2 #0}
(e) {(z,1) /= €K}
() {(z,y,2) eK® /z =y}
(&) {(z,y,2) €K® [z # y}
a b a b
w {4 h]eme /|8 5|-0]
o b a+b=c+d
(i) SM, (K) = { ¢ d ] €My (K) / =a+c (ensemble des matrices ”semi-magiques” d’ordre 2).
=b+d
a+b=c+d
" b =a+c
¢ d ] € My (K) / =b+d (ensemble des matrices "magiques” d’ordre 2).
. =a+d
=b+c
[a b ¢ at+b+c=d+e+f=g+h+i
d e fleMEK) / =a+d+g=b+e+h=c+f+i
g h 1 =a+et+i=cte+tyg
{(a”) , €M, (K) / Vi, j ai :aji} (matrices symétriques).
(m { Wij)1cijen € M (K) / Vi, j ai; = —aji} (matrices antisymétriques).

(n) P= {f € F(R,R) / f est paire}
(0) Z={fe F(R,R) / f est impaire}
(p) {f € F(R,R) / f polynomiale et deg f =n} (n € N)

(@) {fe F(R,R

~—

< n} (noté P, (R,R))

/f polynomlale et deg f <

r) F={fe FR,R) /f (1)=0}
G={feFR,R) / f ( ) =1} (montrer que G est un sous-espace affine de direction le précédent)
t ={f e F(R,R) / f est dérivable sur R et f' = f} (montrer que F' C C* (R,R))
(u ={f e F(R,R) / f est dérivable sur R et f” = —f} (montrer que F C C* (R,R))
(v) Pr={f € FR,R) / f est périodique de période T}

(w

P={feFRR) / f est périodique}

(x) Po={f € FR,R) / f est périodique de période rationnelle}

(v

)
)
)
)
)
(r) F
(s)
(t) F
) F
)
)
)
) F
(2) :

={f e FR,R) /3g,h € F(R,R), g et h croissantes / f =g — h}
On fixe g € F(R,R) ;

Fy={fg/f € FRR)} (on pourra remarquer que Fy n’est autre que I"ensemble des

applications qui s’annulent aux points ou g s’annule).

() {(un) € RN/ (up) est arithmétique}
O {(un) € RN/ (uy) est géométrique}
O {(un) €eRY/ (VR EN)  tUnio = Ups1 +un}
() {(un) € RN/ (uy) est convergente}
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0 {(un) €eRY / limu, =0}
() {(un) € RY / limu, = 1}(montrer que c’est un sous-espace affine de direction le précédent)
() {(un) € RN/ (uy) est bornée}
2. : Dans les cas ¢), ), i), j), k) ,1) , m), q), t), u) de l'exercice précédent, déterminer une base du sev correspondant.

3. : Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de [E.

(a) Montrer que F'U G est un sous-espace de E si et seulement si FF C G ou G C F.
(b) En déduire que si F'# E et G # E, alors FUG # E.

4. : Soient F,G et H des sous-espaces vectoriels de E. On pose
A=FN(G+H);B=(FNG)+(FNH)

(a) Montrer que B C A, mais que I'inclusion peut &tre stricte.
(b) Mountrer que si F' contient G ou H, alors A = B.
(c) Montrer que B=FN(G+ (FNH)).

FNG=FnH
(d) Montrer que { F+G=F+H =G=H
GCH

(e) Etudier les inclusions entre C = F + (GNH) et D=(F+G)N(F+ H).

(f) *Montrer que si FN(G+H) = (FNG)+ (FNH), les deux autres égalités similaires sont réalisées, ainsi que
les trois égalités du type : FF+(GNH)=(F+G) N(F+H).

(a) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes du sous-espace de K* engendré par

|
—_
— N W

(b) Déterminer une famille engendrant le sous-espace vectoriel K® dont un systéme d’équations cartésiennes est
T+2y+3z+4t+5u=0
r+ty=z+t=u

1 10
-1 -9

) 8z —6y —72=10 B )
Rep'(a){ 5 — Oy + 7t =0 () 11 ’ (1)
0 1

6. : Montrer que (exp,z — ze®,x — ze”Inz,x — xlnz,z — z,In) est une famille libre de F (]0, +oo[, R).
7. : Les familles de Van der Monde ;

(a) On donne dans K3 les vecteurs (1,a,a2) , (1,b, bz) , (1,0, 02) ; & quelle CNS portant sur a, b, c forment-ils une
famille libre ?
(b) Idem pour (1,1,1),(a,b,c), (a?,b?,¢?) .

(c) * Généraliser.

(a) Soient a, b, ¢ trois éléments de K distincts. Montrer que ((a”), (b"), (c")) est une famille libre de K.

(b) Généraliser.
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9. * : On donne

fiiz= A VIi+224+afo o= \/VIi+ta2—xf3:x—\VI+22+ 1L frix—\/V/1+22-1

(a) Déterminer le rang de (fi, fa, fs, f1) dans F ([0, +o0o[,R) (indication : 14+sh? =ch? ou bien calculer (f; + f2)?).
(b) Déterminer le rang de (f1, f2, f3, f1) dans F (R, R).

10. * :

(a) Démontrer que (71,73, ..., Z,) est libre si et seulement si

vie Lol T ¢ Veet (7))
Remarque : Vect (§) = {ﬁ}
(b) : Démontrer que (71,73, ..., Z,) est liée si et seulement si

Y%
Jip € [|1,p|] / vect (?1, ey T iy ...,?p) = vect (T1, T3, ..., Tp) -

11. * : Démonstration du théoréme (fort) de la base incompléte :
Soit G = (&7, ..., &m) une famille génératrice de E et £ = (7, ..., &,) une famille libre de E.
On rappelle que la réunion de deux listes est leur mise bout a bout ; par exemple : (a,b) U (c,d) = (a,b,¢,d).

(a) A Tl'aide du lemme glouton, montrer qu’il existe une sous-famille F de G telle que £ U F soit génératrice.
(b) En déduire qu’il existe une sous-famille 7y de G telle que B = L U Fy soit une base de E.

(c) : Ilustration de ce théoréme ; on considére les vecteurs de K* définis par :

1 0 1 1 2 1 1 0
-1 1 0 -2 -1 1 1 0
a = 1 ab* 1 aci 1 7d* _1 ae* 1 af* 2 ag* 0 7h* 1
1 -1 0 2 1 -1 0 1

i. Montrer que £ = (a,b) est libre et que G = (¢, d, ¢, f, g, h) est génératrice.
ii. Compléter £ en une base de K* en puisant dans G.

12. : Déterminer les rangs r des familles suivantes de K* et les 4 — r relations entre les vecteurs de chaque famille.

1 0 1 2
1 1 0 1
(a) Fi=|a= 1 b= 9 e=1 id = 0
1 —1 3 -1
1 2 0 3
0 1 2 -1
(b) fz— a= 1 7b* 0 ;€= -1 7d* 2
0 1 1 0
1 2 4 1
0 1 3 2
(c) Fs=|a= 9 b= o = 4 id= 6
3 2 0 -5

13. : Déterminer le rang de la famille 7 du C-espace C* et éventuellement les relations entre les vecteurs de F :

1 —i 0 1—4d

o i o 0 I D R B
F=la=| 14.; |ib=] 9_; |ic= 1 jd = 2

—i 1+ 24 11—

quel est le rang de F dans le R—espace C* ?
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14. : Soient les vecteurs de K® :

-1 1 1 2
a= 1 b= —1 |;c= 1 se=| —3
1 1 -1 1

Soit B = (a,b,c) ; est-ce une base de K ? Si oui, donner les coordonnées de x dans cette base.

15. : Soit F' = Vect (a,b,c) et G = Vect (d, e) avec :

1 1 0 1 2
2 1 1 0 3
a=| 5 b= R yd = 1 1¢=1 o
4 3 2 2 1
(a) Déterminer les dimensions de F, G, F + G, FNG.
(b) Déterminer une base de F N G.
Réponse : (d).
16. : On consideére les vecteurs de K° suivants :
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0
a=| 1 [;b=| 0 |;c=| 0 |d=| 0 |;e=]1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1

et on pose Vect (a, b, c) = F, Vect (d,e) = G.

(a) Montrer que K®> = F & G.
(b) Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de F' et de G.

(c) Donner les expressions analytiques des deux projections p et q associées a cette décomposition de K5, c’est-a-dire,

x !
/
Y Y
sip| z | =] 2 |, les expressions de z’,%/, 2/, t en fonction de z,y, z,t, et de méme pour q.
t t
/
u u

17. : Soit I un ensemble fini. Déterminer une base et la dimension de K.
Meéme chose pour E! ot E est un K—espace vectoriel de dimension finie.

18. * : soit A = (aij) €M, (K) ; A est dite centrosymétrique si :

1<i,j<n
Vi, ] Qi = Qngi—int1—j

Montrer que l'ensemble €&, (K) des matrices centrosymétriques est un sous-espace vectoriel de M, (K), en donner
une base et la dimension (on séparera les cas n pair et n impair).

19. * : Soit E un C—espace vectoriel ; B peut aussi étre muni d’une structure de R—espace vectoriel, en restreignant
lopération externe CxE—EaR xE — E.

(a) Montrer qu’'une famille finie liée sur R (ou R—liée) est C—liée, mais que la réciproque est fausse. Qu’en déduit-on
pour les familles libres ?

(b) Une famille finie R—génératrice est-elle C—génératrice ?

(c¢) Une famille finie C—génératrice est elle R—génératrice ?

(d) Montrer que si (ef, ..., &,) est une C—base de E, alors (e7, ..., &,,%€1, ..., ie,) est une R—base de E. En déduire une
relation entre la R—dimension de [E et sa C—dimension.

(e) Si F est une famille finie de E, démontrer que rge (F) < rgg (F) < 2 X rge (F) .

20. *:
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21.

22.

23.

24.

25

26

(a) Si (f1,..., fn) est libre dans le C—espace C¥, (Re (f1),...,Re (f,.)) est elle libre dans R® ?
(b) Montrer que si (fl, O ,ﬁ) est C—libre, alors (Re(f1),...,Re(fn),Im(f1),...,Im (f,)) est R—libre.
(c) Soit (av, ..., ) des nombres complexes distincts. Montrer que (x — €%, ...,z + e*»%) est C—libre dans CR.
(d) Soit (w1, ...,ws) des réels strictement positifs distincts.

Montrer que (x +— cos (w1Z) ,x — cos (Wa) , ..., T — €08 (Wpx) , x > sin (w1x), ..., T +— sin (w,x)) est R—libre.
*

: Soient F,G, H des sous-espaces vectoriels de E de dimension n. Dire (preuve & 1’appui) si chacun des énoncés
suivants est vrai ou faux (faire des dessins).

a) Le complémentaire d’un hyperplan est une droite.

b) SSFNG=GNH=HNF ={0} alors dim (F + G + H) = dim F + dim G + dim H.

c) Si H et K sont deux hyperplans de E alors H U K # E.
)
)

—_~

o~
(o8

Si Py et P2 sont deux plans de E, vérifiant Py N P, = {0} alors dimE > 4.

On suppose que F' est un hyperplan ; alors 1 vecteur non nul du complémentaire de F' dans E engendre néces-
sairement un supplémentaire de F'.

—

e

(f) On suppose que F est de dimension n — 2 ; alors 2 vecteurs linéairement indépendants du complémentaire de F'
dans E engendrent nécessairement un supplémentaire de F'.

(a) Soient A, B, C trois ensembles finis, vérifier que
[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|AnB|—|BNC|—|ANC|+ |ANnBNC|
(b) Soient F,G, H trois sous-espaces vectoriels de E, K—espace vectoriel de dimension finie. Montrer que I'égalité :

dm(F+G+ H)=dimF +dimG +dimH —dimFNGE —dimGNH —dmFNH+dimFNGNH

n’est pas toujours vérifiée, mais qu'elle 'est ssi F N (G + H) = (FNG)+ (FNH) (cf. exercice 4).
St E=F(I,R);zpe; F={fe€E / f(zx0)=0}

(a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que I'ensemble G des fonctions constantes de I dans R est un supplémentaire de F' dans E. Qu’en
déduit-on pour F' ?

(¢) Quel est le projeté g d’une fonction f sur G parallelement & F' 7 Faire une figure avec les courbes de f et g.
: Soit E=D(R,R) ;20 €R;F = {f€B | [ (o) = [ (o) =0}

(a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que ’ensemble G des fonctions affines de R dans R, est un supplémentaire de F' dans E et en déduire la
codimension de F.

(¢) Quel est le projeté g de f sur G parallelement a F' 7 Faire une figure avec les courbes de f et g.

*: Montrer que K~ (X) = {F € K(X) / deg F <0} est un sous-espace vectoriel de K (X) mais que K (X) =
{F € K(X) / deg F > 0} n’en est pas un.
Déterminer un supplémentaire simple de K~ (X)) dans K(X).

: Soit F = (21,73, ..., ¥,) une famille finie de E.
Montrer qu'une sous-famille de F a un rang supérieur ou égal a rg (F) — nombre de vecteurs enlevés.

: Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n ; F' et G des sous-espaces de E, avec dim F' = p,dim G = q.

(a) Montrer que : p+¢q—n < dim (FNG) < min (p, ¢) et donner un exemple pour chaque cas d’égalité.
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(b) Plus généralement, si (F;)  sont des sous-espaces de E avec dim F; = n; pour tout ¢ € [| 1;p |], montrer que :

i€ 1p]
p P
> ni—(p—1)n<dim N F; < min (n;)

i=1 1<is
i=1 P

ce qui peut s’écrire :

P
n— ZcodimFi < dim A F; < min (dim F})

: 1=1 1<i<p
i=1
Regarder par exemple le cas particulier d’une intersection d’hyperplans.
27. : Soient ay,as,...,a, € K non tous nuls.

(a) Soit ayxy + asws + + -+ + anx, = 0 une équation linéaire homogeéne & n inconnues. Montrer que 1’ensemble des
solutions est un hyperplan de K”.

(b) Déduire de Pexercice précédent et de la premiére question le fait que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
homogeéne de p équations & n inconnues est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale & n — p.

(a) Démontrer que I'ensemble des étoiles magiques a 5 branches est un sous espace vectoriel de dimension supérieure
ou égale & 6 de K'°. Déterminer la forme générale de ces étoiles, et en déduire que la dimension est 6 exactement.
Donner une base de ce sous-espace.

(b) Idem pour les étoiles magiques & 6 branches.



