EXERCICES MPSI A2. GEOMETRIE R. FERREOL 13/14
I SYSTEMES LINEATRES

1. Donner un exemple de systéme de 3 équations & 5 inconnues d’indétermination 3 et compatible ; le résoudre.

rT+yt+mz=m
2. : Résoudre et discuter le systéme paramétrique : r+my—z=1
r+y—z=1

(a) Reésoudre et discuter le systéme paramétrique :

ar+y+z=«
xtay+z=p
rT+yt+az=r

Remarque : une méthode possible consiste a introduire I'inconnue auxiliaire t = x + y + z.

(b) * Généraliser au systeme ¢ Vi € [|1,n|]] az;i+ > z;=0o;.
1<j<n
J#i
4. : Trouver une fonction polynomiale impaire dont la courbe représentative passe par les points (1, 1) et (2,0) , et posséde
une tangente horizontale en (1,1) . Etudier cette fonction et tracer sa courbe.

28x — 1123 + 25
Rep: f(z) = —

5. : Equilibrer les réactions chimiques :

21105 + 23 (C5H1105 — COH) + 230H x4l + x5 (C5H1105 — COy ) + 26 H20
1 KMnO4 + 29H3S04 + 23 KBr = x4K5504 + x5Bry + 26 MnSO4 + x7H50

Rep1:1,3,3,1,3,3;Rep2: 2,8, 10, 6, 5, 2, 8.
6. *:
(a) Montrer que dans tout triangle ABC, on a :

a=bcosC +ccos B
b=ccos A+ acosC
c=acosB+bcos A

(b) Dans cette question, on considére que les inconnues du systéme ci-dessus sont cos A, cos B,cosC. A priori, le
systéme est-il déterminé ou indéterminé 7 Le résoudre.

(¢) Maintenant les inconnues sont a,b, c. Quel est a priori 'ordre de I'indétermination ? Résoudre le systéme.

7. *: Rectangles de carrés
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Déterminer les dimensions de ce rectangle, sachant que, contrairement aux apparences, il n’est formé que de carrés,
et que le plus petit carré est un carré de coté 1 ; reproduire la figure exacte.

(b) Idem pour ce rectangle, ot le plus petit carré est de coté 3.

II POINTS ET VECTEURS

(a) Résoudre le systéme d’équations linéaires :

T+ T2 = 20
To + T3 = 2091

Tp—1+Tn = 20‘7;—1
Ty +T1 = 200,

(b) En déduire le résultat géométrique suivant :
Soient Ajp, As, ..., A, n points fixes. Soit M; un point variable, Ms son symétrique par rapport a A;, M3 le
symétrique de Ms par rapport a As etc... M,11 le symétrique de M, par rapport & A,. On souhaite que M, 1
soit égal & M.
Montrer que

. . . . . . . - - — .
e si n est pair, ceci n’est possible que si la condition Ay Ay + A3As + -+ A1 A, = 0 est réalisée, et alors
tout point M; convient.
e si n est impair, il n’y a pas de condition sur les A;, mais il y a un unique point M; qui convient.
III) DROITES ET PLANS.

E3 est supposé rapporté & un repére quelconque.

9. :
r=2+A+2p r=1+3—pu
(a) Quediredesplans P: ¢ y=24+2 \+p et Q:¢ y=3+3A+p 7
z=1—-A—pu z=1-2\
r=24+XA+2u r=14+X—p
(b) Donner un point et un vecteur directeur de 'intersection des plans P : Yy=24+2+p etR: ¢ y=3+A+un .
z=1-A—p z=1-2A

10. : Déterminer a pour que les droites D dirigée par u (1, —1,0) passant par A (a, 1,0) et E dirigée par v (1,1, 1) passant
par B (1,1,a) soient sécantes ; donner alors les coordonnées du point d’intersection.

c+y+z=1

: Déterminer 1’équation du plan P passant par A (0,1, —2) et B (—1,2,3) et paralléle & la droite D { v 2 =0

Rep : 13z — 2y 4+ 3z = —8.

12. : D; et D, sont deux droites non coplanaires de [Es.
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(a) Démontrer qu'’il existe un unique couple de plans P; et Po paralléles contenant respectivement Dq et Ds.
A N.:

T+y+z=2

T—y+2=0

r+y—z=1

Dy r—y+z=1

; Do

Déterminer les équations cartésiennes de P; et Po.

(b) Démontrer que si A est un point n’appartenant ni & P; ni & Ps, il existe une unique droite D passant par A et
rencontrant Dy et Ds. Quel est donc 'ensemble réunion des droites rencontrant Dy et Dy ?
2
A.N.: A| 1 ; donner un systéme d’équations cartésienne de D et les coordonnées des points By et By tels que
1
DﬁDl = {Bl} et DﬁDQ = {BQ} .

, . — N N . . . . e, —
(c) Démontrer que si w est un vecteur non paralléle & Py, il existe une unique droite £ dirigée par « et rencontrant

Dl et DQ.
0
A.N.: W| 0 ;donner un systéme d’équations cartésienne de € et les coordonnées des points C; et Cs tels que
1
END; = {Cl} et ENDy = {CQ} .
0 1 1 1
Réep: Pr:zx—y+2=0;Py:z—y+2=1;D:y=2=1;B,|1 ;B|1 ;£E:z=y=1,C1| 1 ;Cy| 1
1 1 0 1
1 r=1+A\ x=—142\
13. : Une droite de vecteur directeur @ | 2 rencontre la droite D1 : { y =3+ X en Aetladroite Dy:{ y=1
1 z==A\ z=1—-2A

en B ; déterminer A et B.

14. * : On donne les droites : Dlz{ ZiT_Q ,DQ:{ Zi2x+3 ,Dg:{ Zi:f—i_l

(a) A quel plan sont elles paralleles 7

(b) Démontrer que les droites qui rencontrent ces 3 droites restent paralléles & un plan P passant par O.

(c) Démontrer que si Q est un plan non paralléle & P, il existe une unique droite rencontrant Dy, Do et D3 et parallele
a Q.
AN :Q:2x+4y—32=0.

x:16)\—i—1
Rep : y:75)\+§
z =4\

V) APPLICATIONS DU PLAN ET DE L’ESPACE.

15. : Le plan est rapporté au repére R = <O, _z'>, 7) . Donner les expressions analytiques de :

(a) La projection sur la droite y = —2x + 1 parallélement & y = 3z.

(b) La symeétrie par rapport a la droite y = —2z + 1 parallélement & y = 3z.

(c¢) L’homothétie ou la translation qui envoie A ‘ ; sur A/ Z et B ‘ 2 sur B’ g (on déterminera «).
S 3/5 —1/5 1/5 15 -2/5 2/5 .1/2 0 9/2
Rep : a) D) iass —15 659 0 12 3 @7

—6/5 2/5 3/5
—_ = —

16. : L’espace est rapporté & R = (O, T,7, k’) . Donner I'expression analytique dans R de :

1

(a) La projection sur le plan © 4+ y + z = 1, parallélement & | 2
3
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17.

18.

19.

20.

r=A+1
(b) La projection sur la droite | y =2A+1 parallelement & 4+ y + z = 0.
z=3\—1
1
(c) La symeétrie par rapport & x +y+ z = 1 parallélement a | 2
3
r=A+1
(d) La symétrie par rapport & ¢ y =2A+1 parallelement &  +y+ z = 0.
z=3x-1
5/6 —-1/6 —1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 5/6 2/3 -1/3 -1/3 1/3
rep: a) —1/3 2/3 -1/3 1/3b)1/3 1/3 1/3 2/3 ¢) -2/3 1/3 -=2/3 2/3
—1/2 —1/2 1/2 1/2  1)2 1/2 1/2 —3/2 -1 -1 0 1

: On donne ci-dessous les expressions analytiques d’une application f du plan ; on demande de déterminer la nature
géométrique et les éléments caractéristiques de I’application f.

a o =x+1 b o =-2r+1 . =z
A A N O

d - =z . =z )
' y=xz+1 > yY=22—y+2 "’

Mémes questions que 17., mais dans ’espace :

=x+1 =z =z
a:q y=y+1l ;b:¢ y=-y+1 ;c "=y
Z=z4+1 2 =—z+1 2 =—z+1

- =
* . Le plan est rapporté au repére R = (O, i, ) .
Démontrer que les courbes C; d’équation y = cosz et Cy : y = cos? z sont homothétiques. On présentera la démon-
stration sous la forme : M (x,y) € Cy < h (M) € Cy, ot h est une homothétie dont on donnera les caractéristiques.
: Les dilatations (ou affinités).

Soient dans le plan D et D’ deux droites sécantes ; la dilatation de base D, de direction D’ et de rapport k est
— —_—
Papplication qui a M fait correspondre M’ défini par IM’ = kIM, ou I est le projeté de M sur D parallélement a D’.

(a) Vérifier que les projections et symétries sont des dilatations particuliéres.
— ——
kOM — OM’
k—1 '
(c¢) Donner I’expression analytique de la dilatation de base y = —2x 4+ 1, de direction y = 3x et de rapport 2.

(b) Vérifier que si k # 1, Ol =

(d) Donner I'expression analytique de la composée de la dilatation de base (Oy) de direction (Oz) de rapport k1, avec
la dilatation de base (Oz) de direction (Oy) et de rapport ks.

(e) * Démontrer que faire subir a la courbe y = e une translation de vecteur A i, revient a lui faire subir une
dilatation.

(f) * Démontrer que faire subir 4 la parabole y = 2 une dilatation de base (Oy) et de direction (Oz) revient &

lui faire subir une homothétie, mais que en revanche, il n’en va pas de méme pour la courbe y = chax — 1 (qui
ressemble pourtant & y = z?).

21.

(a) Soit dans 'espace, un point O d’une droite D ; on demande de déterminer les composées Sp o Sp et So o Sp ; en
déduire qu'un objet borné ne peut avoir un axe et un centre de symétrie sans avoir aussi un plan de symétrie.

(b) Soit dans ’espace, un point O d’une plan P ; on demande de déterminer les composées Sp o Sp et Sp o Sp ; en
déduire qu'un objet borné ne peut avoir un axe et un plan de symétrie sans avoir aussi un axe de symétrie.



