EXERCICES MPSI 13. INTEGRALES MULTIPLES R. FERREOL 09/10

1. : Calculer :

(a) I = // 2?ydxdy
0<z,y<1

(b) I, = // z3e” Ydady
0<z,y<1

{Rep : g - 1}

(c) Is = // (x +y)dzdy [Rep : 3/20]
(d) Iy = // In(1+2z+y)dzedy [Rep: 1/4]

rz+y<l1
z,y>0

//1 (z +y) dady [Rep : 2/3]
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(f) Is = / / yv/ 22 + y2dxdy premier calcul en cartésiennes puis passer en polaires ; Rep : 5]

(e) Is

x2+y2< 1
y>0

(22 + 9 + 1) dady passer en polaires ; Rep : =

o
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r24+y2<x
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(h) Is = // xy dxdy [Rep:%}
22 vt

e
b2
z,y=0

2. : Partie symétrique et partie antisymétrique d’une fonction de deux variable.

(a) Soit f € C ([a,b]?,R) ; montrer qu’il existe un unique couple de fonctions (g, h) € (C ([a, b)?, IR))2 tel que f = g+h,
avec g symétrique et h antisymétrique (g (x,y) = g (y,x) et h(z,y) = —h (y,x)).

//f@mw@://gmwmw

a<a,y<b a<a,y<b

(b) Montrer que

3. : Déterminer le centre d’inertie G d’un secteur de disque homogene d’angle au sommet « de rayon R et de centre O.

2
Montrer que lorsque o« — 0, OG — §R ; pourquoi ceci était-il prévisible ?

4. * : Aire enfermée par une courbe fermée.
On considére une courbe décrite par M(t) = (f(t), g(t)), telle que M(0) = M(T') ; on souhaite déterminer laire S du
domaine D limité par la courbe.

[0,T] x [0,1] — D

On suppose que 'application est bijective.
PPpose que Tapp {(t,u)H(uf(t),ug(t)) !

T
1
(a) Montrer par un changement de variable que S = 3 / [f()g (t) — g(t)f (t)]dt.
0

r=acos>t
y=asin®t

(b) Appliquer a laire de astroide {

2
[Rep: 3ra ]

27
1
(¢) En déduire que en coordonnées polaires, S = 3 / p2do.
0
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(d) Appliquer & aire de la lemniscate de Bernoulli : p? = 2a? cos 260 [Rep : 2a?] .

5. : Deuxiéme théoréme de Guldin :
Soit A un domaine quarrable d’aire S que l'on fait tourner autour d’un axe (Oz) ; le domaine A se trouve entiérement
dans 'un des demi-plans déterminés par axe. Le centre d’inertie G de A est a la distance d de (Oz). A décrit un
solide de révolution dont le volume est V.

a) Montrer que V =27 [ [, xdzdz = 2rdS (deuxiéme théoreme de Guldin).

)

b) En déduire le volume d’un tore a trou.
)
)

(
(
(¢) En déduire que le centre d’inertie d’une plaque triangulaire homogene est I'isobarycentre de ses sommets.

(d) En déduire le centre d’inertie d’'un demi-disque plein homogéne.

6. : Déterminer le centre d’inertie :

h
a) d’un tronc de cone de révolution de hauteur h Rep : d = distance de G a la base = —| .
4
, . . ' _3V3
(b) d’un huitieéme de sphére de rayon R Rep:d (G,0) = o1 R
7. : Déterminer le moment d’inertie :
[ 2
(a) d’une plaque carrée homogene par rapport a son centre. Rep: ngz
[ 2
(b) d’un cube plein de coté 2R par rapport & un axe passant par les centres de 2 faces opposées Rep: ngz
I 2
(¢) d’un cube plein de coté 2R par rapport & un axe passant par 2 sommets opposés Rep : ngz
8. : Déterminer le moment d’inertie :
[ 1
(a) d’un cylindre plein homogéne par rapport a son axe. Rep : §mR2
[ 2
(b) d’une boule sphérique homogene par rapport & son diamétre. Rep : ngz
(¢) d’un tore plein (& trou) homogene par rapport & son axe. Rep : Zmr2 +mR?
x=(R+tcos))cosb dadydz
Indication : utiliser les coordonnées toriques : | y = (R+tcosA)sind TN (R+tcosA)t.

z =tsin \

9. Théoréeme de Huygens (cas plan).
Montrer que le moment d’inertie d’'un domaine (D) de masse M par rapport & un point O est égal a son moment
d’inertie par rapport & son centre d’inertie G augmenté de M.OG?.
10. Déterminer le moment d’inertie d’un disque homogene par rapport & I'un de ses points en utilisant les coordonnées
polaires de centre ce point.

Retrouver ce moment d’inertie en utilisant le théoréme de Huygens (ex. 9).

11. : Le probléme de la louche.

Jusqu’a quelle hauteur faut-il remplir une louche hémisphérique pour qu’elle soit remplie & moitié ?

12. * : Théoréme de Cavalieri.

(a) Montrer que deux solides ont le méme volume ssi leurs intersections avec les plans paralléles ayant une direction
donnée ont toutes la méme aire.
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(b) En déduire par exemple que la demi-sphére de rayon R a méme volume que le cylindre de rayon R et de hauteur
R auquel on a enlevé un tronc de cone de rayon R et de hauteur R.
Rem : ce résulat a été utilisé historiquement pour trouver le volume de la sphére connaissant celui du cone, sans
calcul intégral.

13. * : Intersection de deux cylindres orthogonaux de méme diameétre (ou ”cage a oiseaux”).

Soit (S) le solide intersection des deux solides cylindriques orthogonaux {x2 +22< R? et {y2 + 22 < R?

(a) Montrer que I'intersection de (S) avec le plan z =t est un carré d’aire 4 (1 — ¢2).

(b) En déduire le volume de (.5) ; vérifier qu’il est égal au 2/3 du volume du cube circonscrit : |z|,|y|,|z| < R.



