EXERCICES MPSI 8. FONCTIONS de R dans R R. FERREOL 09/10

| A. PROPRIETES DE R|

1. Soit A une partie non vide de R, m € R un réel ; montrer que m est la borne supérieure de A si et seulement si c¢’est
un majorant de A qui est limite d’une suite d’éléments de A.

2. Soit A C B deux parties de R ; on dit que A est dense dans B lorsque tout intervalle du type |z — e,z + €[ avec x dans
B et ¢ > 0 contient au moins un élément de A.

(a) Montrer que A est dense dans B ssi tout élément de B est limite d’une suite d’éléments de A.

(b) Montrer que si f est une fonction numérique continue sur B alors

A dense dans B = f(A) dense dans f(B)

*: Soit w un irrationnel > 0 ; on souhaite démontrer que A =Z + wZ = {p+ qw / p,q € Z} est dense dans R.

(a) Soit a > 0 un élément de A ; supposons qu’il n’existe aucun autre élément de A strictement compris entre 0 et a.

. . 214 X R x .
i. Soit x un autre élément de A et b=z — [—] a ; montrer que b ne peut qu’étre nul et que donc — est entier.
a a
ii. En faisant successivement x = 1 et x = w, aboutir & une contradiction.
(b) En déduire qu’il existe une suite (ay) strictement décroissante et positive d’éléments de A.

(c¢) En utilisant a,,—1 — a,, montrer que pour tout ¢ > 0 il existe toujours un élément de A strictement compris entre
Oete.

(d) Conclure.

\B. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

R—R
: Soit f: e
1+ |z
Tracer Cy (remarquer qu'elle est formée de portions d’hyperboles).

Vérifier que f est injective sur R, et définir la fonction f~!, réciproque de f sur R, avec une seule formule.

: Quelle relation y a t-il entre les fonctions f et g (et h éventuellement) dans les cas suivants ? Indiquer celles qui sont
égales et celles dont 1'une est une restriction de 'autre.

f sinx g 1—cosx h T
(a) x> ————— et x> ———— ; x> tan—
14 cosz sinx 2

(b \/Sln 2z et x v v/sinx\/cos

I\

(d ([#] + ) (= [2]) + ([2] = 1) ([2] + 1) et w e (u—1) (u+1)
(e :cri\/fo\/xfletxrg}\/x—l—l}

6. : Montrer que l’ensemble des fonctions lipschitziennes de R vers R est un sous-espace vectoriel de R¥ mais que ce n’en
est pas un sous-anneau.

) @
(c) z N arcsin (x — 1) + arcsin (z + 1) et z ¥ /z + ==z
) x

)

: Soit w un irrationnel.

(a) Montrer que cosz + coswzr =2 < ¢ =0.

(b) Qu’en déduit-on pour la périodicité de la fonction z — cosz + coswz ?
8. *: Sommes de fonctions périodiques ; généralisation de 7.

(a) On considére deux applications f et g de R dans R, continues, non constantes, mais périodiques de périodes
respectives T et To dont le rapport est irrationnel ; montrer que f + g n’est pas périodique.
Indication : supposer f + g périodique de période T' > 0 et considérer h définie par h(z) = f (x +T) — f (z), puis
utiliser le fait (& justifier) que T17Z + T2Z est dense dans R pour montrer que h est nulle.
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9. : Ayant tracé la courbe de f et celle de g danf un méme repére, donner une méthode pour construire points par points
celle de g o f ; appliquer au tracé de y = e™*".

| C. LIMITES-EQUIVALENTS |

10. : Démontrer qu'une fonction périodique sur R non constante n’admet pas de limite en +oo.
11. : Soient f une fonction numérique définies et strictement positives sur Ry ; Montrer que lorsque z — 400
f@) = o(x)eVA>0 JA>0 Ve>A f(zx)<X

fx) = O@@<e3IA>1 V=0 f(z)<Az
flx) ~ zeVA>1 Vue0,l] pr<f(z) <A

Représenter ces conditions par un dessin.

12. Limites de FONCTIONS ALGEBRIQUES
Déterminer un équivalent simple des expressions suivantes, et en déduire la limite. Si la limite n’existe pas, envisager
la limite & droite ou la limite & gauche.

Rappels :
a)sia< B, z® = o(xﬁ) quand z — 400 et ” = o (z®) quand z — 0

b) (1+u)* =14+ au+o(u) quand u — 0

(a) x—0:
1

b z(x+1)
x

Vi z -1
i Vr+4—+3x+4
) ve+1-1
V4 -2z — Y8+ 3z
' z
v. Va3 +8x— V3 +x
vi. V83 42— Va3 +z
Rep : i. —1ii. 2iii. —1iv. — (3/4) v. ¥/Z vi. (7/3) 22V

(b) z — 400 :

1
T

v

. x x
iv.
r+1 T+ 2
Y Vr+1— Yz
e+ 1-
Rep : i. a/ (24/7) ii. 1/2iii. —1/(223) iv. 1/ (2y/7) v. 3/ (4 ¥/x)
(¢) z — —o0
x—va2+1
2 — Va2 +1

il. Va2 4+ 2z +x
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-2
£ g, VT2
B e—8: =53

2416 —+4z2 42
(g) x— 0,2,+00, —00 : Va? + via? + 20
z(z—2)

Rep : (d) 1/12 (e) —3/2 (f) 9/4 (g) —2/z, —7/5/20, —1/x,1/z.
13. limites de FONCTIONS ALGEBRIQUES EN sin, cos, tan :

Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes. Si la limite n’existe pas, envisager la limite &
droite ou la limite & gauche.

2
Rappels : sinu ~ tanu ~ u quand v — 0 ; cosu =1 — o) —|—0(u2) quand u — 0.

(a) 2 —0:

sin ax tanax

i. b#0
! sin bx ¢ tanbx( #0)
1 —cosx
sin? z
22

ii.

i, ———mmmm—
tan?z — 2sin’® x
. sinx —tanz
v, ——mm8m8 —
T — T COSXT
tan 2x

V1—cosz

sinx + tanx
V922 + 223
v1—cos2zx

sin 3z
cosx — cos2x + sin 3x

\/cosx — cos 2x
V1+sinz —+/1 —sinzx
tanx

\/5— v1+cosx

X, -—
SlI?l2 x

V1+sinz — \/cosx

2z
tan® 3

xii. 1 — coszv/cos2z
Rep : iii. 1 v. 2v/2signe(x) vi. 2.signe(x) /3 vii. v/2/3.signe(z) viii. v6.signe(z) ix. 1 x. v/2/8 xi. 2/x xii.
3222

vi.

vii.

viii.

iX.

xi.

(b) z — g : tan  sin 2z

(©) ” sin 3z
)rxr— L% ——
37 1—2cosx
cos(x—ﬂ)—s.inE
d 27 . 3 4
(d) =3 tan 3z
(€) = —7777 : V3tanz —1
2(3081’*\/3
) z—a sin (z — a)
" sinz —sina
(g)  — +o0: xsing
in 6
h) x — 400, 0 fixé, puis 6§ — 0, = fixé : Sl'n
0
x sin

xT

Rep : (b) 2 (¢) —v/3 (d) —=5v/3/24 (e) —4v/3/3 (f) 1/ cosa (g) 7 (h)sind /0,1 .
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14. FONCTIONS ALGEBRIQUES EN In :

Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand x 20 et quand x — 400 :

Rappels :
Inab=1Ina+Inbd

ln(a—i—b):lna—i—ln(l—i—g)

lorsque u — 400 et & >0 : Inu = o (u®)

1
lorsque u — 0 et a >0 : 1nuo<—)
u(,!

lorsque u > 0In(1+u) =u+o(u) ~u

a) 2" Inx avec n € N*.

(a)

(v) 2

¢) xln (z?)
)

)

Inx
— avec n € N*,

(
(d "
(e) Inz+ L
to0

Inx —x

(Inx

(f) NG

(g) (In2)™ -z

(h) zln(z+1) —Vx

Vr+1—1In(z+1)
3V

(a,b>0)

15. : Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand z — 0 :

In(1+x)
NG
In(1+2x)
24z
In (1+ x4+ 2?)
2

(a)
(b)
(c)

16. Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand z — +00 :

(a) In(32? + 42 —5) —In (6z + 1)

(b) In (2 —4) —In (2® + 1)
In(z+1)—Inz

© Eri- v

zlne — (x —t)In(x —1)

Rep : (a) Inz (b) —% (c) 2/\/x

(d)

zlnz — (x —t)In|z —t| — tint
r—t

17. Déterminer la limite de quand x — ¢t >0

18. : FONCTIONS ALGEBRIQUES EN exp

Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand x — +o00 :

eIL‘

(a) 2100
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(b) V/lxle”

|]

1) 6290 _ xlOOez

—~

19. : Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand z — 0 :
eV —1
Nz

eln(erl) -1
2z

Rep : (a)l (b)—=z (c)ei !

—Z

(d)e (e) 1/2

20. : Déterminer un équivalent simple puis la limite des expressions suivantes quand x — 400 :
(a) x <e% — 1)
(b) = (e% —e” )
(c) z (emLz — ei)

8=

21. : FONCTIONS PUISSANCES

la forme indéterminée ”1°°” ; déterminer la limite quand z — +oo des expressions suivantes :
b

Rappel : a® = eblne
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0 (55)
o (552)"
@ <i J_r ?)erQ

22. : Trouver des fonctions a et b avec lim a(z) = lim b(z) = 0 et telles que :

r—+00 T—+00

(a) lim (a(z))"™ €0,1]

T——400
(b) lim (a(2)"® =0

Retenez donc que la forme indéterminée ”0°” n’est pas toujours égale & 1...

23. : MISCELLANEES ...

Déterminer un équivalent simple puis la limite de chacune des expressions suivantes :

(a) tanzInz pour x — 0
2
e’ —cosw
5 pour z — 0
T

(¢) (In(1+z))” pour z — 0

et —e™ "
- pour x — 0
sin x
Incosx
(e) 5— pour z — 0
T

(cos) e pour x — 0

1
(cosx +sinx)® pour z — 0

)
)

(h) (1+ tan®\/z)? pour z — 0
)

1 sina
—In—pourz — 0
z  sin(a— )

Inz" — Inxg
——— pour = — o
sinx — sin xg
Intanx .
pour x — 3

1

) (1—W>xpourxHOetx—>l.

Intan 3z

24. : La croissance des montagnes.
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On considére un triangle isocéle ABC de base AB = 2a, de c¢oté AC' = BC' =1 fixé et de hauteur h; on pose x =1 —a
; calculer h pour [ = 1m et x = 1mm ; montrer que lorsque x — 0, la hauteur A équivaut & v/2lx et que donc h >> x,
(alors qu’a priori on pense que h et & sont du méme ordre) ; expliquer a 1’aide de ce résultat la hauteur des montagnes.

25. * : Un rail fixé en ses deux extrémités, de longueur 2/ se dilate d’une longueur 2z en prenant la forme d’un arc de
cercle, de fleche h, de rayon R et d’angle au centre 2a.
l l i l
= +x: - ;Slna: ;h:ltang.
o sin o I+ 2
(b) Déterminer une valeur approchée de h a ’aide de la fonction solve de la calculatrice pour 20 = 500 m et z = 1 cm.
3

3 «
§lx ; on utilisera le développement sina = o — 5 + o0 (a3) .

Comparer la valeur approchée du (b) avec la valeur approchée obtenue en utilisant cet équivalent. Comparer aussi
les résultats des exercices 23 et 24.

. R
(a) Montrer successivement : h = 2R sin’ 5 R

c¢) Démontrer que lorsque z — 0, h ~ 2l ~
(© .

26. : La portée d’un promontoire d’altitude h est la longueur L indiquée sur la figure 2 :

a) Montrer que L ~ L' ~ V2Rh quand h — 0.

b) Quelle longueur vaut exactement v/2Rh sur la figure ?

¢) Avec R ~ 6371 km, justifier la formule approchée : L ~ 3, 56v/h avec h en metres et L en kilometres.
)
)

(
(
(

(d) Quelle est la portée du Mont-Blanc ? (h = 4811 m)

(e) A quelle distance perd-on de vue une planche a voile (hauteur 4 métres), les yeux étant situés a 1,70 m du sol ?

27. Une feve circulaire de rayon r est placée dans une galette circulaire & une distance d du centre (r < d).

(a) Déterminer la probabilité p qu'un coup de couteau rectiligne passant par le centre rencontre la feve. (A.N. :
r = lem,d = 10cm).

(b) Déterminer un équivalent de p quand r tend vers 0 (d fixé).

1
(c) Déterminer un équivalent de 1 — p quand d tend vers r (penser a la formule arctan — = ...).
x



