EXERCICES MPSI 8. FONCTIONS DE R DANSR  R. FERREOL 09/10

‘ FORMULE DE TAYLOR — YOUNG — DEVELOPPEMENTS LIMITES ‘

1. Soit f une fonction deux fois dérivable en xg.

(a) Montrer que
f(@o+u) — f(zo—w)
2u

:f'(xo)+ugo(u)

(b) Donner un exemple de f continue en zq telle que lin%) f (o +u) 2_u f (o~ )

=1 € R et pourtant f n’est pas

dérivable en xg.
2. Soit f une fonction trois fois dérivable en z.

(a) Montrer que
f(xo+2u) = 2f (x0) + f (w0 —2u) _

- = " (w0)+ o, ()
2u) — 2 -2
(b) Donner un exemple de f dérivable en zy telle que lin% f (o +2u) fu(zl’o) + f (o — 2u) =1 € R et pourtant f
u—

n’est pas deux fois dérivable en z.

(c) * Geénéraliser le a) a 'ordre n.

3. : Intégration et dérivation d’un développement limité.

On considére une fonction f : R — R dérivable au voisinage de xg

(a) Montrer, en utilisant la grande régle de L'Hospital (exercice 27 dérivation) que si f' posséde un développement
limité polynomial & Pordre n en x( alors f posséde un développement & I'ordre n + 1 en g, obtenu en intégrant
terme & terme celui de f’.

n+1

1
(b) Montrer que la réciproque est fausse (f (z) = "+ sin—). (on a par contre vu en cours que cette réciproque est
T

vraie si f est supposée n + 1 fois dérivable en ).

4. : Déterminer sans passer par la formule de Taylor, mais en utilisant les développements connus, les développements
limités en x¢ & 'ordre n des fonctions suivantes :

1+ . .
. (ici zg = 0).

5. : Déterminer le développement limité polynomial de f en zg & 'ordre n.

(a) 2o =0;n=3; f(z ):ﬁ

Rep :§ + 5o + 522° + §1a® + 0 (27)

Inx

(b) zo=1;n=6; f(z) = —

Rep :u— Ju? + Lo — 294 4 1315 _ 49,6 1 (45)
(¢) zg=0;n="7; f(x)*esmx

o 6

Rep : 1+x+_*%*i_5*%+90+0( ")
(d) 2o=0;n="7; f(x) = ch(2z)sh (3z)

Rep : 3z + 221x3Jr 255 4 LRLT 4 (47)
(e) o =0;n=3; f(x) = (1+x)z

Rep : ef§x+ Lea? — a3 4 o (2?)
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(g) wo=F;n=4; f(r) =cosx —xsinx
Rep :—3m — 2u + Zu? + 2u® — Zu' + o (u?)

(h) 20 =0;5n=4;f(2) = 2 af
Rep : i—i—ix—i—l—%xz—l—%x?’—i—%x‘l—i—o(ﬂ)
(i) zo = 1;n =4; f(x) = arctan x (procéder par intégration)

w2

3
Rep : %—l—g—q—k%ﬁ-o(u‘*)
() w0 =1;n =4 f() = (2 —2)™""
Rep:1+(—7r)u2—§u3+(—§+%2—”—;)u4+0(u4)
(k) 2o =0;n =5; f(z) = (1 + arcsin (ac))sm(w)
Rep : 1+x2—%3+%x4—%x5+0(x5)
() 2o =0;n=06;f
Rep:l—%xz)’—i—

sinx

(z) = (cosx)

52°+0(a%)

(m) 2o =0;n=06; f(x) =1In (tan (g + %))
Rep : x+%3+§—i+o(:c6)

3 tan 3z
(n) xo%;nQ;f(x)<tan7> ;

Rep : 1 (1+ 2u®+ o0 (u?))

6. Déterminer les deux premiers termes non nuls du développement polynomial de f en 0 :

® 10 =1~ 55

(b) f(x) =(1+z)" — (1 +sinz)™*

(¢) f(x) =In(1+sinz) —sin(In (1 + z))
(d) f(l’) — esinx _ earcsinx

1 =z zt ab

Rep: (a) —= + —,(b) FEE

— 3 5 7 n
7. Soit{ A i A ) (quand = — 0)

g(x)=x+adz3+V2°+a"+-- +o(z")
(a) Déterminer la partie principale du développement polynomial en 0 de
flg(@) =g (f(x))
(b) Application a sin (tan (z)) — tan (sin (z)).

8. Soit n € N. Déterminer le développement polynomial de f en 0 & 'ordre n de :

In(1+x)
(&) 1+
(b) e*sinz
9.:
(a) Déterminer le DLP3 de 1 en 0
P 1o 222 '
. 1 b
(b) Ecrire Tz — 252 SO la forme T +aax + T+ 5z pour obtenir son DLP & ’ordre n en 0.
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10. : Complément & ’exercice 25 sur les limites, traitant de la portée d’un promontoire.

a) Montrer que L' = v2Rh (1 + s +o(u)) quand u = ﬁ — 0, puis que L = v2Rh (1 — Zu+ o (u)) quand v — 0.
4 R 12
11. :

1
(a) On se propose de déterminer le DLP,, en 0 de Cp— de 3 maniéres différentes.

1 n n
i. Méthode des coefficients indéterminés ; on pose T 2= > apaF+o(a™), (1 -z — 2?) (Z apx® + o(:c”)) =
—r—I k=0 k=0

1 ; en déduire une relation de récurrence d’ot ’exprssion de ar, & laide de la suite de Fibonacci (F)
(FO :07F1 = 17Fn+2 :Fn+1+Fn)

ii. Retrouver le DLP,, de en utilisant la méthode du 8. (b) ; en déduire une expression de F,.

1—x—22

et en déduire une relation entre les

1 .
ili. Retrouver encore le DLP,, de [—— en utilisant la méthode
—r—x —u
coefficients binomiaux et la suite de Fibonacci.

1
(b) Déterminer le DLP,, de ————— en 0.
L+ 2+ 22

12. Soit f la solution de (E), définie au voisinage de zéro, vérifiant la condition initiale f (0) = 0, ou
(E):2(z— 1)y +y =sin2z + 22

(a) Justifier 'existence et 'unicité d’une telle solution.
(b) Montrer que f est de classe C* au voisinage de zéro, et donner son développement limité a ordre 4 en 0.
2 3 4
T Tz 11z

Rep:f(x)z—;—ﬁ—y—i-o(ﬁ).

13. : Déterminer le développement généralisé au voisinage de 0 suivant la famille (ack) ez de :

1

sin x

(a)

1
a la précision z* ( —+ T+ g5ad +o (x4)>

sinx

(b) In (1 + sin? x)

1
N ficion 3 (L 2. 533 3
a la précision x ( — 5T 507 + o (2?)

()

- 2
m ala précision 1’3 < ﬁ + % + Flol'z +o (1’3)>

14. : Déterminer le développement généralisé au voisinage de 400 suivant la famille (xk) ez de :

(a) T35 Précision

1
(b) V1+ z+ 22 précision —
x

R SR SO U R A |
——— précision - (= -4+ —=——= +0| —
x2+1p 3 z  x2 623 3

15. Déterminer le développement asymptotique quand = — +oo suivant la famille (xa In 2% )a BeR de :

(c) sin

. P |
(a) In(x+ 1) a la précision P

z+1 1
b) 1 a1 écision —
(b) In (:c+2> 4 la précision
16. : Déterminer un développement asymptotique quand z — +oo suivant la famille (e_k’”) keN de :

(a) In(1+ e”) a la précision e~ "*.
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nT

(b) thz a la précision e~

17. Déterminer la partie principale quand z = 0 de 2% — (sinz)*™" .

2 lnx
6

18. * : Reprenant les notations de l'exercice 33 sur la dérivation, on souhaite calculer A, (e) .

Rep :

1 1 2
(a) Démontrer que In(e+u) =-- 240 (u?) quand u — 0.

e+u 2¢e3
(b) En utilisant lnTx = % et la premiére question, démontrer que
(h(x)—e)* ~ (z—e)
et en déduire que h); (e) = —1.

19. :
(a) Démontrer en utilisant simplement le développement limité de la fonction réciproque que :
i. arccos (1 —u) ~ V2u
u—
ii. argch (1 + u) ~ V2u

u—

—

—

i ) ~ 2 T_ ) ~ 7
iii. argth (1 —u) Lo [lnwu| alors que tan (2 u) ~"
iv. argeoth (14+u) ~ +|lnul

u—0

u
(b) Démontrer plus généralement, en utilisant arccos(1l —u) = 2 arcsin que arccos (1 — u) posséde un développe-

ment limité généralisé & 'ordre n du type :
agV/u + avVud + -+ apVuRntl 4o <\/u2”+1> quand v — 0

et calculer les a;.
(c) Déterminer de méme des développements limités de :
o argch (14 u)
e argth (1 —u)
e argcoth (1 + u)

20. *: Soit g:x—x+1Inzx
a) Montrer que osséde une fonction réciproque f, strictement croissante, de classe C*°, strictement positive sur
que g p proq ) p

R. Tracer les courbes de f et g.
(b) Montrer que f(x) ~ .

T— 00
(¢) Montrer que la fonction f; : ¢ — x — Inz est asymptote & f en +oo.

(d) Montrer plus précisément que :

f(x):x—lnx—i—lnTx—l—o(lnTx) quand & — 400

et en déduire un terme supplémentaire dans le développement asymptotique de f.

1
x

21. *: Soit f:z— (142)

(a) Prolonger f par continuité en 0.
(b) Montrer que f posséde des développements polynomiaux & tous ordres en 0 et déterminer celui d’ordre 2.

(c) Démontrer que f est C* sur [0, +oo].
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(d) Donner un développement limité & deux termes de (n + 1)" lorsque n — +o00.

t bt t
22. * : Solent a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose m (t) = 2 ;_ ) . (En particulier, m (1) est la moyenne
arithmétique, et m (—1) est la moyenne harmonique de a et b).
(a) Que vaut m (+o0) = lim m(t) ? Que vaut m(—oo) = lim m(¢) ?
t——+o0 t——o0

(b) Montrer que m (0) = lirrbm (t) = Vab : c’est la moyenne géométrique de a et b.
(c) Déterminer un développement limité a 'ordre 1 de m (t) quand t — 0.

(rep : m (t) = Vab (14—%754—0(75)))
En déduire m/ (0) .

(d) ** En utilisant une inégalité de convexité, démontrer que

t>1=m((t) >m(l).

u
> ; puis que m est strictement croissante sur RY .

u bu v b’U
(e) ** En déduire que si 0 < u < v alors ¢+ < (a i

2 2
(f) ** Montrer que m est strictement croissante sur R* , puis sur R tout entier.

(g) ** Tracer Cp, pour a =1,b=4.



