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V) COMPLEMENTS SUR LA DERIVATION.
1) Définitions.

DEF : soit xg un point tel que f soit définie au voisinage de xg ; on dit que f est dérivable en xq si le taux d’accroissement

de f entre gy et = tend vers une limite finie quand = tend vers xg.

PROP : cette définition peut se mettre sous les diverses formes, A BIEN CONNAITRE :

1. m11303 W existe et € R 1 bis. iii%f(xo +u’3, — flwo) existe et € R
2. JaeR w —a+ o (1) 2 bis. Ja € R f(“””“i_f(%) —a+ o (1)
3. dJaeR f(x) :f($0)+a(1’*l'0)+x£x0($*1'0) 3 bis. da € R | f(zg+ u) :f(xo)+au+ugo(u)
Ja e R* | f(xg+u)— flzg) ~ au
4 bis. u=0
ou f(zo +u) — f(zo) = o (u)

2) Propriétés.

Démonstration de la dérivabilité de la composée:
RAPPEL : Si f est dérivable en x et g dérivable en f (x) alors g o f est dérivable en z et

(9o f) () =g (f(x)) f' (x)

D1
3) Limites, continuité des fonctions monotones, continuité et dérivabilité des fonctions réciproques.
a) Théoréme de la limite monotone.

a gauche

TH 1 : soit f une fonction de R dans R monotone sur un ensemble I, zp € R dont tout voisinage strict{ 3 droite

rencontre [ ; alors f posséde une limite (finie ou infinie) stricte E} gauc he n xo et
a droite
si f est croissante, lim f(x) = supf (z) et lim f(z) = inf f(x)
=0 xel ‘LZAL() f>6ml
z<zq 0
si f est décroissante, lim f(x) = inf f () et lim f () = sup f (z)
Sz 0 fgmlo T 0 IJL‘>€IIO

D2
Exemple : si f est monotone sur |0, 400, on sait grace a ce théoréme que f admet une limite stricte a droite en 0, une
limite stricte a droite et a gauche en tout point > 0 et une limite en +o0.

b) Théoréme de continuité d’une fonction monotone.
TH 2 : Une fonction f de R dans R définie et monotone sur un ensemble I tel que f (I) soit un intervalle, est continue

sur /.
REM : Bien voir que ce théoréme devient faux si ’on 6te I'une des 2 hypothéses en gras.
D3

Démonstration :
f est croissante sur I (preuve similaire pour f décroissante)

J = f(I) est un intervalle

Hypothéses {
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Soit xg € I dont tout voisinage strict & gauche rencontre I ; d’aprés le théoréme de la limite monotone

= supf (z) = lim f (@)

11‘<€zfo rSxg
Remarquons que [ € J puisqu'il est supérieur & au moins un élément de J et inférieur a f(xo) € J car f est croissante.
Si [ était strictement inférieur & f (xg), aucun élément de I, f (x¢)[ n’aurait d’antécédent par f, ce qui contredirait le fait
que J est un intervalle.

Donc f (zo) = lim f (z) et f|; est continue a gauche en z( ; on procéde de méme & droite : f est donc continue sur /.
<
T—IT0o

¢) Application aux fonctions réciproques.
TH 3 Continuité d’une fonction réciproque.

Soit f une fonction de R dans R continue et injective sur un intervalle I et soit f~! sa fonction réciproque sur I, définie

sur J = f(I) ; alors

1. fet f~! sont strictement monotones de mémes sens
2. f~! est continue sur J

D4
d) Dérivabilité d’une fonction réciproque :
Soit f une fonction de R dans R dérivable et injective sur un intervalle I et soit f~! sa fonction réciproque sur I,

définie sur J = f (I) ; alors

’ 1
W)= 7w

Si f'(f~*(y)) =0, la tangente a la courbe de f~! admet une tangente verticale au point d’abscisse y.

f! est dérivable en tout point y de J tel que f' (f~' (y)) #0et (f71)

D5

4) Dérivées successives.
a) Définitions.

DEF : on dit que f est (de classe) D° en z si f est définie en z , et, par convention, f(©) = DO (f) = f;
pour n > 1, on dit que

1. f est de classe D"~ ! en tout point d’un voisinage de z

f est (de classe) D™ en z (ou que f est n fois dérivable en x) si { 5. Fn—1) est dérivable en o

la dérivée n-iéme est alors par définition la dérivée de la dérivée n — 1-iéme :

7 = (5= (ou D" () = D (D" ()

_ %y
T odxn |
On dit que f est (de classe) C™ en x (ou qu’elle est infiniment dérivable en z) si elle est de classe D™ pour tout n.
On dit que f est (de classe) C"™ en  si elle est de classe D" sur un voisinage de z et si (™) est continue en .

Notation de Leibniz : siy = f (2), | f™ (z)

Par conséquent :

fest..enzx signifie que

DO f est définie en =

CO f est continue en x

D! f est dérivable en x

C! (ou f est contintiment dérivable en x) | f est dérivable au voisinage de z et f’ est continue en x

D? f est dérivable au voisinage de = et f’ est dérivable en x

C? f est de classe D? au voisinage de x et f” est continue en x
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0 1 — cos(z)
Exemple : la fonction f:{ % 70— est de classe C! sur R.
0—20
PROP :
1.C®%= .. =(C"=D"=.=C =D =C" =D
2. Toutes les réciproques aux implications ci-dessus sont fausses
3. (f(”))("”) — fluem) — (f(m))('”) (autrement dit : D™ o D™ = Dntm)
D6
El:
D'(z—z¥)=(x— a2z ") avecat=a(a—1)..(a —n+1)
n!
— " Gk <
DF(z+—a™) = (z—nka" %) avecnk =n(n—-1)..(n—k+1) k!< Z > =< (n—k)! sik<n
Osik>n

exp(™ = exp
cos™ (z) =
sin™ (z) =

b) Opérations sur les dérivées successives.
P1: si f et g sont C* (n € N) en z alors f + g aussi et pour n fini, (f + g)(”) = f(n) 4 g,

P2 : si f et g sont C™ en x alors fg aussi et on a la formule, dite de Leibniz :

n n n— n n— n— n n n n—k .
(f9)™ = Mg +nf 1)g’Jr-.-.Jr< L >f( Mg® + . 4nfg ) + fg™) = kZ()( ) >f( " g

En particulier : ()\f)(”) = \f
D7
E2

1
P3: si fest C" en x avec f(x) # 0, 7 est C" en .
D8

On en déduit que si g(z) # 0 et f et g sont C™ en x alors f aussi.

g
P4 :si fest C"enxet gest C"en f(x) alors go f est C™ en x.
D9

P5 : fonction réciproque d’une fonction de classe C™ :
On suppose que f est injective, de classe C™ sur un intervalle I et que f’ n’est jamais nulle sur I ; alors
7! est de classe C™ sur J = f(I).

D10
¢) Anneau et espace vectoriel des fonctions de classe C™.

NOTATION : pour I intervalle ouvert non vide de R et n € N on pose
C"(I,R) = {f € R / f est de classe C" en tout point de I}

REM : on définit ainsi une infinité d’ensembles strictement emboités les uns dans les autres :

P, (ILR) CcP(I,R) CcC®(I,R)C..CC"(I,R)C..CC'(I,R)cC°(I,R) =C(I,R) C R!
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PROP : munis de 'addition et de la multiplication interne des fonctions, ces ensembles (sauf P, (I,R)) sont des sous-
anneaur de RY, et munis de ’addition et de la multiplication externe, c’en sont des sous-espaces vectoriels.

Excepté P (I,R), ces anneaux sont non intégres.

D11

REM : si I est un intervalle fermé ou semi-ouvert, on définit aussi C" (I,R), avec des dérivées a droite a la borne de
gauche, et des dérivées a gauche a la borne de droite.

5) THEOREMES DE ROLLE ET DES ACCROISSEMENTS FINIS.
a) Extremums d’une fonction dérivable.

DEF : soit zg un élément de Dy ;
mazimum absolu

. en xg si
minimum absolu

on dit que f présente (ou posséde) un {

<
Va € Dy { @) < ;Eigg

mazimum (local)

y en xg s’il existe un voisinage V' de xq tel que la restriction
manimum (local)

on dit que f présente (ou posséde) un {

maximum absolu

. . en xo ; autrement dit,
minimum absolu

de f 4V posseéde un{

Ja>0Vz € Dy Nz — o, 0 + ¢ { ;

Un extremum est un maximum ou un minimum.
E3

TH : si f est dérivable en xg, 'existence d’un extremum local en xy entraine la nullité de la dérivée de f en xg, mais la
réciproque est fausse.

D12

ATTENTION : ce résultat est faux si 'on suppose seulement que f est dérivable & droite, ou & gauche, en xg.
E4

b) Théoréme de Rolle (Michel Rolle, 1652 - 1719).

) Enoncé du théoreme.
TH de Rolle (corollaire du théoréme de Weierstrass et du théoréme précédent) :

a#b
f est continue sur [a, D]
f est dérivable sur Ja, b|

fla) = f(b)

si|(H) : alors ‘ (C) : Jc€la,b] ] f'(c) = 0‘

D13

REMARQUE 1 : Ce théoréme s’énonce de fagon géométrique sous la forme légérement affaiblie suivante :

Si une courbe de fonction dérivable sur un intervalle posséde une sécante horizontale,
alors elle posséde aussi une tangente horizontale.

REMARQUE 2 : les hypothese de ce théoréme sont & bien connaitre ; si 'on supprime 'une d’entre-elles, le ”théoréme”
devient faux.
D14

REMARQUE 3 : on verra en exercice que ce théoréme est faux pour des fonctions de R dans C.
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B) Applications.

A1l: si f est dérivable sur un intervalle I et y posseéde deux racines distinctes (i.e. deux solutions de ’équation f (x) = 0)
alors f’ posséde au moins une racine sur 1.
D15

A2 : si f est n fois dérivable sur un intervalle I et y posseéde n + 1 racines distinctes alors f(™ possede au moins une
racine sur /.
D16

A3 : montrer que le polynome L, = D" ((X2 —1)") (n-itme polynome de Legendre) est scindé sur R.
D17
¢) Théoréme des accroissements finis.

) Enoncé du théoreme.
TH des accroissements finis (corollaire du théoréme de Rolle), abrégé en TAF :

e ) T -1 @
si|(H) : ¢ f est continue sur [a,b] | alors |(C) : Jc €]a, b] ' (c)=ts(a,b) = —
f est dérivable sur |a, b| soit f(b) = f(a)+ (b—a) f (c)

D18

REMARQUE 1 : ce théoréme n’est autre quune version ”oblique” du théoréme de Rolle ; il s’énonce en effet de fagon
géométrique sous la forme légérement affaiblie suivante :

| Toute sécante d’'une courbe de fonction dérivable sur un intervalle est paralléle a 'une des tangentes.

REMARQUE 2 : La formule

s’appelle ”formule des accroissements finis”, par opposition a la définition de la dérivée

£ (2) = tim LE) @) _ dy

o=z x - T dx

faisant intervenir des accroissements ”infinitésimaux”.

REMARQUE 3 : on peut énoncer le TAF sous la forme équivalente suivante :

u#0
si|(H) : ¢ f estcontinue sur [zg,zo +u] | alors | (C):30 €]0,1[ / f (zo +u) = f(xo) + uf (w0 + Ou) ‘
f est dérivable sur |z, o + u[

D19
11 faut alors bien prendre garde que le nombre 6 ainsi défini dépend de u (et de xq !)

REMARQUE 4 : sous une forme affaiblie, on peut aussi énoncer :

si‘ (H) : f est dérivable sur un intervalle I‘ alors ‘ (C):Vz,yel Fze(z,y]l/ fly)—f(x)=Ff (2)(y—2) |

Il faut ici aussi bien prendre conscience que z dépend de x et y.
E5

B) Inégalités des accroissements finis.
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TH : si f est de classe C! sur [a, b], alors

sia<b

[a,b]

(b—a)minf’ < f(b) — f(a) < (b — a) maxf’

[a,b]

| (b) = f (a)] < [b— af max|f’]

[a,b]

D20

(inégalité des accroissements finis, version ”encadrement”)

(inégalité des accroissements finis, version ”valeurs absolues”)

Remarque : ce théoréme est exactement équivalent au suivant :
TH : si f est continue sur [a, b], alors

sia<b (ba)r[gig]lfé/if(x)dxé (b — a) maxf

[a,b]

/Zf(x)dx

< |b— al max
b~ | ma

3

Dont les inégalités prennent alors le nom ”d’inégalités de la moyenne”.

D21

d) Applications du théoréme des accroissements finis.

Le théoréme des accroissements finis permet déduire de certaines propriétés de la dérivée f/, des propriétés de la fonction

[e] o]
Dans ce paragraphe, la notation I pour un intervalle I désigne I'intervalle privé de ses bornes (I =]inf I, sup I|)

TH :

al) Monotonie large.

si| (H) :

{ f est continue sur un intervalle

f est dérivable sur

D 22

alors

a) Relations entre le signe de la dérivée et le sens de variation.

(C): f est {

croissante
décroissante

sur [ Ve el f'(x){ i()

0

En simplifiant, on peut dire qu'une fonction dérivable est monotone sur un intervalle si et seulement si sa dérivée y est
de signe constant.

CORO :

si

( { f est continue sur un intervalle I

f est dérivable sur

alors

(C) : f est constante sur I < Vz € i f(x)=0

ATTENTION : pour ces théorémes, le fait que I soit un intervalle est primordial ; par exemple la fonction signe est de
dérivée nulle sur R* et pourtant, elle n’est pas constante sur R*, et la fonction ”inverse” est de dérivée négative sur R* et
pourtant, elle n’y est pas monotone.

CORO du CORO : deux fonctions ayant des dérivées égales sur un intervalle different d’une constante sur cet intervalle.

a?2) Monotonie stricte.

Premiére remarque : une fonction strictement croissante et dérivable, peut avoir une dérivée qui s’annule.

E5
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. . croissante . . .
PROP : une fonction est strictement L. sur un intervalle I si et seulement si
décroissante

croissante
décroissante
2. Elle n’est constante sur aucun intervalle [a, b], @ < b inclus dans T

1. Elle y est {

D23

COROLLAIRE : Si f est continue sur un intervalle I, dérivable sur I , elle est strictement (/:r01s-sante sur I siet
décroissante

seulement si

L.Veel f’(x){ ig

2. L’ensemble des points de I ou f’ s’annule ne contient aucun intervalle [a, b],a < b.

D24

REMARQUE 1 : la condition 2. peut aussi s’énoncer sous la forme :

>0

o
2 bis. Entre deux éléments (distincts) de I, il existe toujours au moins un élément x tel que f (z) { <0

REMARQUE 2 : une partie de R ne contenant pas d’intervalle [a,b],a < b, est dite ”d’intérieur vide” ; la condition 2.
peut donc aussi s’énoncer :

2. {x € ;/ f(x)= 0} est d’intérieur vide

REMARQUE 3 : en pratique I'ensemble des points ou f’ s’annule est presque toujours fini, donc vérifie la condition 2.

On peut cependant trouver des fonctions strictement monotones telles que cet ensemble est infini, voire méme égal & Q !
E6

() Caractérisation des fonctions lipschitziennes parmi les fonctions dérivables.

o
PROP : Si f est continue sur un intervalle I, dérivable sur I et K > 0, f est K-lipschitzienne sur I si et seulement si

veel |f (@) <K

Un fonction dérivable sur un intervalle y est donc lipschitzienne si et seulement si sa dérivée y est bornée.
D25
E7
~) Théoréme de dérivation du prolongement.

Introduction : on a vu plus haut qu’il était possible que f’ (z¢) existe et que lim f’ (x) n’existe pas.

Tr—Xo
On va voir ici que I'inverse est impossible.
PROP (application du TAF) :
f est continue a droite en xg
si| (H) : f1 .estfgiirl)vablf;lﬁg Jzo, w0+ afavec @ >0 yiorg [(C) : f est dérivable & droite en 2 ct f4 (zo) =
im f'(z) =
:sz()
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D26

Ayant une proposition similaire avec une dérivée a gauche, on en déduit le théoréme de dérivabilité du prolongement :

f est continue en xg

si|(H) : Ji.eStf(}é(ri;ablleé’lﬁé Jwo = a, zo[Ulzo, w0 +afavec a >0 | ) (C) : f est de classe C* en zq et f' (z0) =1
im f' (z) =

(le nom du théoréme vient de ce qu’on 'applique en général a une fonction f qui a été obtenue par prolongement par
continuité en )
On peut en déduire :

TH dit ”des dérivations successives du prolongement” :

f est continue sur un intervalle [ o
si| (H) : f est de classe CPsur I \{zo}, avec p € N*
Vk € [|1,p]] lim f®) () =1, €R

xel

= xq

alors | (C) : f est de classe CPsur I et f%) (x0) = I} pour k € [|1,p]]

D27
ES8

VI) FORMULE DE TAYLOR YOUNG.
1) Polynome de Taylor (Brook Taylor, 1685-1731) d’ordre n d’une fonction n fois dérivable en un point.

Dans le cours sur les polynémes, on a montré la formule de Taylor :

n Pk (g
P=3Y % (X — )"
k=0 '

pour P polynoéme de degré < n.

On va en déduire le
TH : étant donnés n + 1 éléments d’un corps K : yo,y1, ---, Yn, €t un élément xg de K, il existe un unique polynoéme de
degré < n: P € K,[X] tel que P (z9) = yo, P’ (xz0) = 1, =) (20) = yn. Ce polynome s’écrit :

P= Z%(X—xo)k:y0+y1(X—x0)+%(X—x0)2+...+y—7:(X—x0)"
k=0 v+ n:

D28

On peut donc poser la

DEF : étant donné une fonction f : R — R n fois dérivable en x, le polynéme de Taylor d’ordre n de f en x( est I'unique
polynome T{,, r ..,) a coefficients réels de degré < n ayant la méme valeur et les mémes n premicres dérivées en xo que f en
Zg.

T, f,z0) €st donc défini par :

Lin.fao) € Rn[a’i]
vk e [|0,n]] T, ) (z0) = f® (w0)

Il est donné par ’expression :
n -
f® (20) k
T(n,f,xg) = Z A (X - JI())
k=0 )
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La fonction polynomiale associée au polynéme de Taylor d’ordre n est appelée la fonction de Taylor d’ordre n de f en z.
REM : le polynome de Taylor d’ordre n n’est pas forcément de degré n !
PROP, montrant qu’on peut toujours se ramener au cas xg =0 :

si f est une fonction : R — R n fois dérivable en xg, soit g définie par g (u) = f (xo + u), alors les polyndomes de Taylor
de f et g sont reliés par la relation :

T("hfﬂ‘o) (X) = T(n,g,O) (X - 1’0)

D29
DEF : on dit qu'un polynoéme est tronqué a l'ordre p si on remplace tous ses coefficients de degré > p par des 0.

PROP : le polyndéme de Taylor d’ordre p en 0 d’une fonction polynomiale f de degré n est le polynome tronqué a l’ordre
p du polyndome P associé¢ a f ; par conséquent T{, 7y = P dés que p > n.

D30
Polynoémes de Taylor & savoir par coeur :

T(n,exp,O) (‘T) =

Top+1,5in,0) () = T(2pt2,sin,0) (T) =

T(Zp,cos,()) (CL‘) = T(2p+1,cos,0) (CL‘) =

T(3,tan,0) (x) =

Tioptish ,0) () = Tiaptash 0) () =

Tiopeh ,0) (%) = Topsi,en 0) () =

f (ZE) = (1 + x)a ; T(n,f,O) (1’) =

cas o = n : on retrouve la formule du binéme : °

1

cas a = —1, f(x) = m;T(n,f,o) (z) =

1
cas a = —p,pEN, f(z) = 057 Tin,f0) (x) =

1
- - T —
cas « 2,f(x) N (n,£,0) ()
1 .
cas a =5, f(z) = vV1+a;T,10) (2) =

D31
Pour les exemples suivants, nous utiliserons le lemme ci-aprés, qui montre que pour obtenir le polyndéme de Taylor d’une
fonction, il suffit d’intégrer le polyndéme de Taylor de sa dérivée, sans oublier de mettre la bonne constante d’intégration.

LEMME :

T(/"J,wo) - T("—Lf’,wo)

D32

f (x) =In (1 + $) ;T(n,f,O) (x) =

T(7,arcsin,0) (CL‘) = T(S,arcsin,()) (CL’) =

T(2p+1,arctan,0) (CL‘) = T(2p+2,arctan,0) (CL’) =
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D33
Voici par exemple le tracé des fonctions de Taylor de la fonction cos en O :
X = Table[Series[Cos[x], {x, 0, 2 k + 1}] // Normal, {k, 0, 5}] Plot[X, {x, -5, 5}]

'| kN ]

2) Formule de Taylor-Young.

DEF : le reste de Taylor a 'ordre n de f est la différence entre f et sa fonction de Taylor :

k) (o
Ve € Dy (@)= T g (@) + R ag (@) = 3L

k=0

(z — Sﬂo)lC + Ry, f,20) ()

11 existe diverses formules de Taylor (Taylor-Young, Taylor-Lagrange, Taylor avec reste intégral), qui sont en fait diverses
maniéres d’évaluer ce reste de Taylor ; les inégalités de Taylor sont, quant & elles, diverses maniéres d’encadrer ce reste, ou
de majorer sa valeur absolue.

TH de TAYLOR-YOUNG (W.H. Young, 1862-1946) :
Si f est n fois dérivable en xo (n > 1) alors

R n T
i Beto) (2)

7 =0
T—T0 (1‘ — xo)

ce qui peut s’écrire sous les diverses formes :

R(n,f,z'o) (SU) < (SU - xo)n ’ f (1’) = T(n,f,xo) (1’) + o ((1’ - xO)n)

T—XTo T—T0

(@) = F(w0) + f (20) (@ — 20) + T (@ — o) 4 4

() Zo n n
: T (o a4 o (@ 20)")

n! T—To

D34

La démonstration sera faite en deux étapes :
1) Prouver que cela revient a démontrer que si g est n fois dérivable en 0 (n > 1) avec g (0) = 0 pour 0 < k < n, alors

2) Démontrer ceci par récurrence sur n.

REM : pour n = 1, la formule de Taylor-Young
f(x) = f(w0) + ' (20) (x — w0) + 0 (2 — w0)

est en fait la formule de définition de la dérivabilité.

10
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CORO : si f est C°° en xg, alors pour tout naturel n :

" (n) n_ £(n)
Flaotu) = fao) + £ (@oyut L0z gy L0 gy = 52 L0000 e [ ()
n. k=0 k!
et donc :
1" (n) n £(n)
f(zo+u) = f(zo) + f (o) u+ wiﬁ + o fTExO)u” +0 (ut) =3 ! kgxo)uk—l— O (u™t?)
i k=0 !
D35

11
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Exemples a connaitre par coeur : (u — 0)

1 n 1
=1 2 n ny — k ny . —
- +utu+ ...+ u"+o(u") kgou +o(u),1+u
In(l—w)= In(1+wu)=
1 _ 1 _
(1—w)? (14 u)?
-1 1. (a— 1 n
(1+u)a:1+au+mu2+ ..... +a(a Joola=n+ )u"—I—o(u”): 3
2 n! k=0
1 1
(17u)a:1+au+ (2 )u2+ ..... +
. i < p+k )uk + o (u™) (colonne p du triangle de Pascal)
T = P &
(Qn) (2k>
1 1 n n k
1_u:1+§u u? u3+....+Tu”+o(u"):];OTuk+o(u”);

— -1 ST +(1)“'@u”+o(u")

Eu u u-.... an

=
+
IS

2n
1 2 3 (n) u" n 1 2 .3
\/1—u:175u7 ut = ut - - +o(u );\/1+u:1+§u utout — ...

P RO B S u'n4 A= "
=ltut b o) = Y
2 n! k=0

PP R— 2P

P
ch u = partie paire (e*) =1+ — + — + ... + — + o (u*?) (ou o (u?T1)) = 3

2 -
ud u5 u2p+1 ot D
sh u = partie impaire (e*) =u+ — + —... + +0 (u2p+1) (ou o (u2p+2)) =y
k=0
7 T 7 >
cosu=1— % + Ly (—=1) o (u?) (ou o (u?P*1)) = 3
k=0
3 5 2p+1 D
Sinw=1— — + .+ (=1 4 + o0 (u?t1) (ou o (u?P*2)) = 3
E=0

ud 2 . 17 - 3
tanu—u—I—E—i—%?u —1—37?11 —I—O(u)
w2 s 1T 8
th111—u 3+]5u 3]5u —|—0(u)

P
=1—w?4ut+ ..+ (=1 u? +o(u?tl) =
1+ u? ( ) k:Z::o

arctanu =

1 ] P
m:1+u2+u4+...+u2p+o(u2p+1): 3
k=0

1
argthu=(=(In(1+u)—In(l—w))=
1 <2 w? L, 5 )
ot He()

arcsinu =

arccos u =

1
V1 + u?

argsh u =

p
=1—u—+:u4+o(u5)
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D9
VII) DEVELOPPEMENTS LIMITES

1) Définition, unicité, du développement limité polynomial.

LEMME : si un polynome a coefficients réels P de degré < n vérifie P(u) = o (u") alors P =0.
uiO
D36
DEF : on dit une fonction f : R — R définie au voisinage pointé de zo (i.e. sur |zo — o,z + a[\{zo}) possede un
développement limité (polynomial) a Pordre n en zq s'il existe n + 1 réels ag, a1, ..., a,, tels que

flzo+u) — > apu®
lim k=0

n
uiO u

=0

Ceci peut encore s’écrire :

flzo+u) = i apu® + o (u™)
k=0

ou bien :

f@) = Yar@—m0)"+ o ((z—m0)")

k=0 Tx—x(

PROP (unicité du développement limité) : les coefficients ag, a1, ..., ay, s'ils existent, sont uniques. De plus, si f posséde
un développement limité a 'ordre m en xg avec m > n, les n+ 1 premiers coefficients de ce développement sont ag, a1, ..., Gy,
D37

n
Vocabulaire : ces coeflicients s’appellent les ” coefficients” du développement limité, Uexpression arpu®, sa partie régulicre
k=0

n
et la fonction polynomiale f;, telle que f,(z) = > ap (z — xo)k est la fonction polynomiale approchée a l’ordre n de f en .

Si r est le rang du premier a; non nul (s’il y en a un) , a,u” est appelé la partie principale du développement limité ;
c’est un équivalent de f(zg + u) quant u tend vers 0.

REM 1 : si une fonction posséde un développement & 'ordre n en xg, elle en posséde & tout ordre < n, obtenus en
tronquant le premier.

REM 2 : posséder un développement limité a lordre 0 en zq (i.e.3ag / f(zo + u) = ap + 0 (1)) signifie ”avoir une limite
stricte (égale & ag) en xo” ; dans ce cas, on posera toujours f (xg) = ag de sorte que, dorénavant, la fonction f sera considérée
comme continue en .

E9

YA

REM 3 : posséder un développement limité a lordre 1 en g (i.e. .Jag,a1 / f(xo+u) = ap + aju + o (u)) signifie "étre

dérivable en zq”.

Le théoréme de Taylor-Young vu dans le chapitre précédent permet d’obtenir un développement limité polynomial :
PROP : si f est n fois dérivable en xg alors elle posséde un développement limité polynomial a Pordre n en xg :

f(k') (z0)

n
f(xo+u) = Zakuk + o (u") avec a = o

k=0

Exemple : si on sait & avance que f est 5 fois dérivable en 3 et que f (3 + u) = bu — 2u? — éu5 +o0 (u5) , alors
FB) = /B = ey f'B) = ety ") = ooy fOB) = ., fO3) = ...

ATTENTION : la réciproque est fausse dés que n > 2 : une fonction peut trés bien avoir un développement limité &
Pordre 2 en un point et ne pas étre 2 fois dérivable en ce point (tout simplement parce que sa dérivée peut n’exister qu’en
ce point, et non au voisinage).

13
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E10
PROP : la partie réguliére d’'un DL en 0 d’une fonction paire est une expression polynomiale paire, et la partie réguliére
d’un DL en 0 d’une fonction impaire est un une expression polynomiale impaire.
D38
2) Allure de la courbe au voisinage d’un point a I’aide du DL.

Si f(zo+u)=a+bu+ cu? +dud+ o (u®), alors

1) on peut affirmer que f (x¢) = a (ou prolonger f en posant f (zg) = a) et que f’ (zp) = b (mais par contre on ne peut
pas affirmer directement que f” (z¢) = 2¢ ni que f"” (z¢) = 6d)

2) si ¢ > 0 la courbe est au-dessus de la tangente, et si ¢ < 0 la courbe est en-dessous de la tangente au voisinage de

(zo, f (0));

3) sic=0et d=#0, la courbe traverse la tangente en (zo, f (zo)) : on dit qu'il y a un point d’inflexion.

4) si ¢ = d = 0, il faut déterminer 'ordre du premier terme non nul >3 : si cet ordre est pair : comme cas 2), sinon
comme cas 3).

5) si tous les coeffs a partir de ¢ sont nuls, on dit que f est "infiniment plate" en xg.
3) Opérations sur les développements limités polynomiaux.
La régle qu’il faut avoir en vue lorsqu’on fait des opérations sur les DL, est que
o(u")+o(wm)=o0 <umin("’m)>
En raccourci : dans une somme, c’est le petit o de plus bas degré ”qui 'emporte”.

a) Somme de deux développements limités.
E11 : ch z€2® a l'ordre 4 en 0, sinx cos 2z & l'ordre 3 en 0,sinx & I'ordre 5 en /3.

PROP : si
flxo+u) = Zaku +o(u") P
si|(H) : k=0 alors [ (C) : (f+g) (xo +u) Z ay + by) uF + o (uP) avec p = min(n,m)
g(wo +u) = Y bpu* +o(u™) k=0
k=0
D39

MORALITE : RIEN NE SERT DE DEVELOPPER A DES ORDRES DIFFERENTS, L’ORDRE DE LA SOMME SERA
LE PLUS PETIT DES DEUX.

b) Produit de deux développements limités.

E12 : arctanzIn (1 +2?%) a I'ordre 7 en 0.

flzo+u) = Zaku +o(u™) avec ap, #0

si (H) : mp
g(wo +u) = S brur + o (u™) avec by # 0
k=q
alors | (C) : (fg) (xo+u) = apbuP T+ L+ cpu” +o(u") avec r = min(q + n,p + m)

produit des deux parties réguliéres
tronqué a l'ordre r

14
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D13

MORALITE : si on veut un développement du produit & ordre r il faut développer f a ordre r — (valuation du DL de
g) et g a Vordre r — (valuation du DL de f).

SI DONC LES DEUX DEVELOPPEMENTS ONT UNE VALUATION NULLE, POUR AVOIR UN ORDRE r DANS
LE PRODUIT, IL FAUT DEVELOPPER CHACUN A L’ORDRE 7 (le produit des deux polynomes, de degré < 2r, devra
donc étre tronqué a 'ordre r).

E13

c¢) Composée de deux développements limités.

E14 : Incosx, a ’ordre 6 en 0.
PROP (dans le cas o le deuxiéme développement commence par un terme en u) :

flzo+u)= Zakuk + o (u")
k=0
=P(u)
si|(H) : m
) g(u) = Zbkuk +o(u™) avec by #0
k=1
=Q(u)
(bien noter que le DL de g est en 0 et que by = 0)

alors | (C) : f(zg 4+ g(u)) = ap + a1byu+ ... + c;u” + o (u") avec r = min(n, m)

P(Q(u)) tronqué a Pordre r

MORALITE : dans le cas ou le DL de g est de valuation 1, RIEN NE SERT DE DEVELOPPER A DES ORDRES
DIFFERENTS, l'ordre du développement de f(zo + g(u)) SERA LE PLUS PETIT DES DEUX.
D40

PROP : cas général (en exercice)

n
flzo+u) =ap+ Zakuk +o(u™) aveca, #0,p>1
k=p

si| (H) : o)
g(u) = Zbkuk +o(u™) avec by #0
k=q _
=Q(u)

alors | (C) : f(zo+g(u)) = ao + ap (by)’ uP? + ... + c,u” + o (u”) avec r = min(m + ¢ (p — 1), qn)

P(Q(u)) tronqué a ordre r

MORALITE : pour des calculs les plus économiques possibles, il faut prendre m + qg(p—1) = gn = r, soit m =
qg(n—p+1)=r—q(p—1). Sidonc on veut un DL & l'ordre r, il faut prendre n = F (g et m=gq(n—p+1); lorsque

q = p =1, on retrouve la régle simple {n =m =r].
E15

d) Inverse d'un développement limité.

15
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E16
1
s (ordre 6)
cos
Méthode : si f(xg+u) = > axu® + o (u") avec ag # 0, on écrit
k=0
(w0 + 1) 1 1 1 1 1
= (20 - _ - = S
! a0+ Y apub +o(ur) W 1+Z—U +o iy

=U

avec celui de U.

Le développement de 1/f en zq s’obtient donc en composant celui de
E17

1+U

e) Quotient de deux développements limités.
o ) 1 .

On écrit = = f— et on utilise b) et d).

E18 : tanz en 0 a 'ordre 7

En conclusion, on peut dire que si f et g ont des développements limités polynomiaux & ’ordre n en xg, alors f+g¢, fg,

(sig(zg) #0) et fog (sizg=0et g(0) =0), également, au méme ordre.

Q |

3) Développements limités généralisés.

DEF : soit (f;);c; une famille de fonctions R — R et zo € R tels que si i # j, f; < fj ou f; < f; ; on dit qu'une
xo xo

fonction f définie au voisinage pointé de o posséde un développement limité (généralisé) suivant I’échelle (f;);c; s'il existe
des indices i1, ...i, € I tels que :

f(x)=a1fi, (x) +axfi, () + ... +anfi, () + 20 (fi, (z)), avec fi, ? fis > >> fin

a1 fi, (x) est la partie principale du DL, a1 fi, (z) + a2 fi, () + ... + an fi, (x), sa partie réguliére, et f; (x) sa précision.

REM 1 : un développement limité polynomial correspond donc au cas z¢ € R avec 1’échelle (w — (z— xo)k)

keN
REM 2 : on a toujours la propriété d’unicité du DL, a savoir que si
= arfiy (2) +azfi, () + o +anfi, (1) + o (fi, (2))
TEN = et @)+ abfiu (@) + b alfi, @)+ o (i () 0 20T 2 T 2 2 e

alors a; = aj,..,a, =a,.

Exemples classiques :

ex 1) zg = +oo avec l'échelle (:c — xk) on parle alors souvent de développement ”asymptotique”).

kEZ (

On obtient des DL de la forme :
n b]. an 1
f(x) po SRS e +z—»0+oo (xm)

et bien entendu, f () ~ apz™ sia, #0.
T——+00

1
par exemple, si f posséde un DL polynomial en 0, g (z) = f (—) posséde un DL de ce type quand x — +oc.
x

16
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E19
arctanz en +oo

ex 2) xp = 0 avec léchelle (z — 2¥),

on obtient des DL de la forme :

bm n
om o (z")

r—0

b
f(x) —|—...+;1 +ag+arx... +apx” +

On retrouve ici les DLP comme cas particuliers.
f(z)

€T m

posseéde un DL de ce type quand x — 0.

Par exemple, si f posséde un DL polynomial en 0, g (z) =

Dans ce cadre rentrent les trois développements & savoir retrouver rapidement :

1 71+x+7x3+31x5+ (6)
sinz 6360 15120 " 220\
cot Lz o8 20 (9)

X 3 453 9%5 x—0
1 r x x

the = —+ = — 6

cothz=—+5 — 5+ o 1.2 ")

E20

ex 3) (généralisation du 1)) zy = 400 avec I'échelle (x — z* (In x)5> sen
a,pBe

On obtient des DL du style :

Inz)* 2 2
f(x):fx(lnx)2+(r;§) +2xlnx+x2\/§fﬁ+31i—x+x\/§+mﬂoﬂo( ............ )
(remettre les fonctions dans 'ordre et indiquer le petit o ) :
flx)= . e e e e — — e + R CT )

Exemples classiques :
- la relation h,, =Inn 4~y + o (1) vue dans le cours sur les suites est un développement de ce type.

n n
- la formule de Stirling n! ~ (—) Vv 2mn équivaut au développement asymptotique :
e

(1)

1 1
Elnn+§1n27r+o

In(n!)=nlnn—-n+

E2l:vz+1,In(z+1)

ex 4) (généralisation du 2)) xzg = 0 avec I’échelle (x — z% (In x)6>

a,BER
On obtient des DL du style :
/T 2 22z (Inz)® 2 9
=3—— = +14+— Inz)” —z°vVx+ 0 (creernnnne.
f)=33— - S+t —+—3 (Inz) xﬁ+£0( )
(remettre les fonctions dans 'ordre et indiquer le petit o ):
fx)= — e — e — e — e — e — e + 0 (v )
230

Exemple a savoir retrouver E22 :

iu2\/2u +o0

1
arccos (1 —u) = v2u + Eux/2u + 160

(1)
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la méthode la plus rapide étant d’utiliser la relation :

arccos (1 — u) = 2 arcsin \/g

4) Application a 1’étude des branches infines.
La direction asymptotique est donnée par la partie principale pp (f) (z) du développement de f (z) quand z — +o0 (resp.
—0)

si pp (f) (x) > z, la direction asymptotique est verticale
si pp (f) (x) < z, la direction asymptotique est horizontale
si pp (f) (x) = ax, la direction asymptotique est oblique de pente a.

Pour obtenir une courbe asymptote, déterminer un développement asymptotique de f (z) quand x — +oo(resp. —o0) &
la précision 1 :
f@) =pp(f) (@) +..+b+o(1)

=g(z)

La courbe asymptote est alors y = g (z) et la direction asymptotique est donnée par la partie principale, comme décrit
ci-dessus ; si f (z) =ax+ b+ 0(1) il y a une (droite) asymptote.

REM : si on veut obtenir la position par rapport a asymptote, il faudra chercher un terme supplémentaire h (z) dans le
développement ci-dessus :

f(@)=pp(f) (@) + ...+ b+ h(z) +0(h(z))

=g(x)

On aura alors en effet f(x) — g (z) ~ h(x), et la position sera déterminée grace au
LEMME : si deux fonctions sont équivalentes en un point, elles ont le méme signe au voisinage de ce point.

1
E23: f(z) =zez, f(z)=vVa?l+a+1,g(z)=vVet+a2+1
REM : on obtient souvent un développement de la forme

d 1
f(x) :ax2+bx+c+——|—o<—>
x x

Remplir alors ce tableau avec les différents cas possibles :

2 O SO PURPR SRR
a=0etb#0
a=b=0

REM : lorsque f est une fonction rationnelle, prendre comme fonction asymptote la partie entiére, c’est-a dire le quotient
euclidien du numérateur par le dénominateur (puisque la partie fractionnaire tend vers 0 en linfini).
3
2 +1
E24: f(z) = .
fl@) =2
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