COURS MPSI 5. FRACTIONS RATIONNELLES R. FERREOL 09/10

Dans tout ce cours K désigne un corps commutatif.
I) DEFINITIONS
1) Corps des fractions rationnelles & coefficients dans un corps.
PROP (admise) et DEF : pour tout anneau commutatif intégre A, il existe un corps noté K (A), unique a isomorphisme
preés, contenant A comme sous anneau et dont tout élément s’écrit comme le quotient d’un élément de A par un élément non

nul de A : “
K(A):{B/a,beA,byéO}

Ce corps K (A) s’appelle le corps des fractions de A.

Exemple : Q est le corps des fractions de Z.

DEF : le corps des fractions de ’anneau des polynomes a coefficients dans K est appelé le corps des fractions rationnelles
a coefficients dans K, et noté K (X) :

K(X)= {% /A,BEK[X],B;AO}

Une fraction rationnelle est donc le quotient de deux polynomes.
2) Ecriture sous forme de fraction irréductible.

A
PROP (admise) : toute fraction rationnelle F' € K (X) s’écrit de fagon unique sous la forme F' = — avec A et B

polynomes sans diviseur commun de degré > 1 et B unitaire ; A est le numérateur réduit de I’ et B son dénominateur réduit.
On dit que A/B est la forme irréductible de F.

n+1 _ 1
3(X2%2-1)

3) Racines et poles d’une fraction rationnelle.

DEF : les racines d’une fraction rationnelle sont les racines de son numérateur réduit, et ses pdles celles de son dénomi-

nateur réduit, avec les ordres de multiplicité correspondants.
4 _

X2(X+1)
REM : sur C, toute fraction rationnelle qui n’est pas un polyndéme a au moins un pole.

E1 : forme irréductible de

E2 : racines et poles de , sur R, sur C.

4) Degré d’une fraction rationnelle.

A C
PROP et DEF : si F' € K (X) s’écrit B et D’ alors deg A —deg B = deg C — deg D ; par définition, cet entier est le degré
de F.
D1
REM : une fraction rationnelle de degré positif n’est pas forcément un polynéme !
PROP : si F et GG sont deux fractions rationnelles, alors

| deg (F + G) < max (deg F, deg G) , deg (FG) = deg F + deg G

D2
5) Substitution d'un scalaire a 'indéterminée ; fonction rationnelle.

Al(x)
B (x)

DEF : si F est une fraction rationnelle d’écriture irréductible A/B et z un scalaire non pdle de F, on pose F(z) =

; la fonction rationnelle associée a F, d’ensemble de définition K\ {podles de F'} est la fonction = — F ().

PROP : si deux fractions rationnelles prennent les mémes valeurs en tout point d’une partie infinie de K, alors elles sont
égales.

D3

DEF : une fonction f de K dans K est dite rationnelle sur une partie I de son ensemble de définition s’il existe une
fraction rationnelle F' € K (X) telle que Ve € I f (z) = F(x).

REM : d’apreés la prop. ci-dessus, cette fraction rationnelle est unique si I est infini.

6) Partie entiére d’une fraction rationnelle.

A C
PROP et DEF : si F € K (X) s’écrit B et D’ alors le quotient de la division euclidienne de A par B est le méme que

celui de la division euclidienne de C par D ; on appelle ce polynome la partie entiére (ou polynomiale) de F' ; notation :
E(F) ou [F].
F — FE est la partie fractionnaire de F.
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La fonction associée a la partie entiere de F' est appelée la partie entiére de la fonction associée a F.

D4

E3

PROP : si F est de degré < 0, E(F) =0, et sinon deg (E (F)) = deg (F) (et donc E(F) =0 < deg F' < 0).
D5

CNS : un polynoéme E est la partie entiére d’une fraction rationnelle F' si et seulement si F' — E est de degré strictement
négatif.

D6

APPLICATION : la partie entiére d’une somme est la somme des parties entiéres :

E(F+G)=E(F)+E(G)

REM : ceci différentie la notion de partie entiére dans les entiers et dans les rationnels.
APPLICATION : la partie entiére d’un fonction rationnelle f de degré > 0 est une fonction polynomiale asymptote a f
au voisinage de 4+00 et —oo.

IT) DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES.
1) Introduction sur des exemples.
E4
2) Partie polaire d’une fraction rationnelle.

TH 1: Soit F' € K (X), x¢ un pole d’ordre k de F ;
alors il existe un unique (ay, ...,ar) € K* et une unique G € K (X) tels que
aq Qg

F = tod— 4@
X -9 (Xfxo)k

avec xg non podle de G

DEF : -4 + ..+ L ~ est la partie polaire de F' relative au pole g et a, est le résidu d’ordre q de F relatif au
X — o (X — 1’0)

pole g (et a; est le résidu tout court).

D7 par récurrence sur k :
Pour k=0, G=F

Supposons que le théoréme 1 soit vrai & 'ordre k — 1, et montrons-le & ’ordre k.

Soit donc x¢ un poéle d’ordre k de F'; on a donc : F' = ol A et @ sont des polyndmes, @ (zg) # 0.

(X —z0)*Q

ANALYSE
. ay ag
si F =

. A
+ ...+ + G avec xg non pole de G, en multipliant par (X — zq k, on obtient : — = a +
X — o (X — zo)" ( ) Q

ap_1 (X = 20) + .+ a1 (X — 20)* 1+ G (X — 20)F, donc, en faisant X := z

A (20)
ap =

Q (20)

et on en déduit que comme (A — ax @) (zg) = 0,4 — ap@ = (X — o) B
A
on peut écrire F; = F — el = = ak? = — > d’ou, par 'hypotheése de récurrence :
(X —)" (X—20)"Q (X—=z0) " Q
/ li
F = il D1 + G4

+ it
X — o (X —z)""

a ap—1

or on avait F} = +— + G, donc d’aprés I'unicité dans 'H.R., on a : a1 = aj,...,ax—1 = aj,_,

+ot
X —x (X - x())
et G =G ; (a1, ...,a;) et G ont donc bien été déterminées a partir des données du probléme, ce qui termine Panalyse, et
prouve l'unicité demandée.
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SYNTHESE

Posons a;, =

h

B —
(x0)7 alors par 'H.R., F' — Lk - = — = ML ak—1 -
(o) X —xp) (X —x9) Q X - (X — z0)

+ G avec xg non

O

pole de G, et donc

ce qui achéve la récurrence.

Remarque 1 : cette démonstration est algorithmique (méme si on verra des méthodes plus simples plus loin) ; on détermine

A
ap = (x0)7 puis F} = F — Lk ; on simplifie par X — xzy et on détermine ag_1.
Q (1’0) (X — 1’0)
Exemple :
X+1 B n X+1 B TR
(X —1)°(X2+1) (X-1° (xX-1*(XxX2+1) (X-1°% (x-1? (X —1)*(X2+1)
= +
-1 Ao D(x2+0)
T ox-1? XxX-1 * (X —1)(X2+1) X
= - +
(X-17> X-1 (X-1)(X2+1)
= - +
(X -17? X-1 (X2+1)
Remarque 2 : si F = ————— alors G = polynome en effet, (X —z0)" G = A polynome = polynome donc
' (X 20 Q’ Q ’ ’ Q Q
v
= %, mais comme zg n’est pas pole de G, il y a simplification par (X — xo)k .
— 2

TH2 : toute fraction rationnelle est somme de ses parties polaires et d’une fraction rationnelle sans pole ; cette écriture
s’appelle la décomposition de F en éléments simples de premiére espéce.

A
(X —z)™ (X —2)™ Q

Plus précisément, si F' = avec () sans racine dans K, alors

B
F=F+.+F+ 6 ou F; est la partie polaire de F' relative a x;

D8

COROLLAIRE : toute fraction rationnelle de dénominateur scindé est la somme de ses parties polaires| et de sa partie entiére.

D9

3) Calcul direct du résidu d’ordre maximum.

A a a
On sait que si F = —= = = LI —kk + G alors a, = —— ; ceci nécessite la connaissance
B (X -z0)"Q X —uo (X — o)
du polynéme @, qui n’est parfois pas simple a obtenir ; mais la prop suivant permet de calculer a; uniquement a partir de
AetB:

PROP : a = k:!B(k(—xO), et donc, en particulier si zy est un poéle simple :

) (20)

~ Alzo)
B’ (o)

APPLICATIONS E5
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I11) METHODES PRATIQUES DE DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES.
Cas du dénominateur scindé.

1.

Ll

10.

Simplifier la fraction.
Déterminer la partie entiére par division euclidienne.
Ecrire a priori la décomposition avec des coefficients indéterminés.

On peut toujours mettre au méme dénominateur et égaler les coefficients des numérateurs (méthode ” Obélix”, risques
d’erreurs) ; on obtient alors un systéme d’équations linéaires a résoudre.

a+d=0
X3 +1 a b c d e “20tb-dte=1
exemple : m =% +ﬁ +ﬁ + X1 + (X _ 1)2 aboutit au systéme agzb;cri;()
c=1

Mais on peut souvent avoir plus rapide !

. S’ il n’y a qu'un pdle g, tout exprimer en fonction de Y = X — x ; la décomposition arrive toute seule.

X241 (Y 42241 i e e,

E le : = = — =
xemple (X—2)3 V3 Y—I— V2 + V3 X*2+(X—2)2+(X—2)3
A
. Les résidus d’ordre maximum se calculent directement avec la formule a, = (zo) < k!%) .
Qo) B®) (o)

(a) Si tous les poles sont simples, c’est fini.
1 1 XxXn X7L+1

X+D(X+2)...(X+n) Xn-1"Xn-1"Xn -1’
(b) On peut retrancher les fractions obtenues de la fraction de départ, simplifier, et chercher les résidus précédents
etc... (c’est la méthode utilisée dans la démonstration)

Exemples :

Faire des valeurs particuliéres (non poles) donne des relations, mais en général, seuls 0, 1 et —1 ne donnent pas des
calculs inextricables,

Exemple L 1 + a4 L
X N _ — - —

PO X TP+ 2(X—1? X1 4X+1
X := 0 donne immeédiatement a = ..................

. Si la fraction rationnelle est paire ou impaire, changer X en —X et utiliser 'unicité.

. Si la fraction rationnelle est réelle et qu’il y a des poles complexes, conjuguer ; les résidus des poles conjugués sont

conjugués.

X a b c d
(X21+1)7° X i - (X —i)? Xt (X +1i)°
la conjugaison donne :

Calcul de b et d
X :=0 donne :

Exemple EG6 :

La méthode qui sauve : s’il reste encore ¢ coefficients & calculer, multiplier par X9 et égaler les parties entiéres des
deux membres. On obtient I’égalité de deux polynomes de degré < ¢ — 1, d’ou g relations, et les ¢ coefficients restants.

Exemples : dans E6, multiplier par X et égaler les parties entiéres.
X341 a b c d e

: X3(X71)2:X+F+F+X—1+(X,1)2
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(a) multiplier par multiplier par X3 et faire X := 0 donne ¢ = 1.
(b) multiplier par (X — 1) et faire X := 1 donne e = 2.

(c) multiplier par X3et prendre les parties entiéres des deux membres donne
X341 X3 X3
————— | =aX?+bX +1 2
[X22X+1] X b +d[x1]+ {X22X+1}
soit X +2=aX?+bX+1+d(X?+X+1)+2(X +2)

O=a+d
dou¢ 1=b+d+2
2=1+d+4
Pour (c) on aurait aussi pu faire d’abord X := —1 qui donnait une relation, puis multiplier par X? et prendre les

parties entiéres des deux membres.

X a b c d
(X -7 (X +3?2 X-1 " (X —1)° Txas T (X +3)
calcul de b et d
X :=0 donne :
Multiplier par X donne :

ES:

résultat : @ = ........... o= yC= e b A= i
11. Un cas exotique & connaitre.
PROP (application directe des dérivées logarithmiques) : si P est scindé,

P’ ordre(a)
P Z X —a

a=racine de P



