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I INTEGRALE DOUBLE
1) Intégrale double sur un rectangle.

Données : a < b,c<det f:]a,b] x[c,d] = R

DEF : on dit que f est étagée sur [a,b] x [c,d] §’il existe une subdivision (xg,z1,...,2,) de [a,b] et une subdivision
(Yo, Y1, -y Ym) de [c,d] , dites adaptées a f, telles que f est constante sur les nm rectangles ouverts |x;_1, z;[x|yi—1,y:[ (de
valeur \;;).

DEF : l'intégrale de f étagée sur [a,b] X [c,d] est par définition le réel

Z )\’Lj — Ti— 1) (y 7yj*1)

1<i<n
1<j<m

REM : on démontre bien sur que cette définition ne dépend pas des subdivisions adaptées a f.

DEF : supposant f bornée sur [a,b] X [¢,d] , on désigne par intégrale inférieure de f sur [a,b] la borne supérieure des inté-
grales des fonctions étagées minorant f sur [a, b] X [c, d], et par intégrale supérieure de f sur [a, b] 1a ...c.coceeviniiiniiiininiiiinens

I=(f) = sup I(g)
{ g étagée sur [a,b] X [c,d]
V(z,y) € [a,0] x [e,d] g(z,y) < f(z,9)
It(f)= inf I(h)
{ h étagée sur [a, b] x [e,d]
V(z,y) € [a,8] x [e,d] [(2,y) <h(z,y)

DEF : f est dite intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] X [c,d] dés que son intégrale inférieure sur [a,b] X [c,d] est
égale & son intégrale supérieure :

f est intégrable sur [a,b] x [c,d] & [~ (f) =1" (f)
la valeur commune des intégrales inférieure et supérieure de f sur [a, b] X [c, d] est appelée intégrale de f sur [a,b] X [c, d]
etnotee I (f)= [[ f= [ f(zy)dzdy.

[a,b] X [c,d] a<z<b
c<y<d

REM : les définition ci-dessus sont totalement identiques & celle que nous avons données pour l'intégrale simple ; le
théoréme suivant raméne d’ailleurs le calcul d’une intégrale double au calcul de deux intégrales simples :

TH de FUBINI, pour une intégrale sur un rectangle :

Si f est intégrable sur [a,b] X [c,d], si les fonctions partielles x — f(z,y) et y — f (z,y) sont intégrables (la premiére
d

sur [a,b], pour tout y de [¢,d], la deuxiéme sur [c,d], pour tout x de [a,b], et si les fonctions = — / f(z,y)dy et y —

/ f (x,y) dz sont intégrables (la premiere sur [a, b], la deuxiéme sur [¢, d]), on a alors la formule dite de Fubini :

b d d b
/ f(x,y)dxdy:/ /f(x,y)dy dx:/ /f(x,y)dx dy
a<z<b a c c a
ce<y<d

REM 1 : dans le cas ou f est étagée, cette formule provient tout simplement de l'interversion des signe > :

Z Nij (Ti — zi-1) (Y5 — Yj-1) Z Z —yj—1) | (@i —zi-1) Z(ZA” —Ti1 ) (yj —vj-1)

1<i<n i=1
1<j<m
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REM : dans le cas particulier important ou f (z,y) = g () h(y), la formule de Fubini devient :

b

// dwdy—/g(x)dw?h(x)dw

a<z<b a c

D1

Exemple : IS e (@ +7) ATdy = oo

—R<z,y<R
2) Intégrale double sur une partie du plan.
PROP et DEF : soit D une partie bornée de R? (donc incluse dans un rectangle [a,b] x [c,d]) , f une fonction réelle

définie sur D, fp la fonction définie par : fp (z,y) = f(z,y) si (z,y) € D, 0 sinon.
Alors on dit que f est intégrable sur D si la fonction fp est intégrable sur [a,b] X [c,d] et I'on pose

//f—/ f:cyd:cdydﬁf/ /o

(z,y)eD [a,b] X [c,d]

REM : on démontre que cette définition ne dépend pas du rectangle [a,b] X [c,d] contenant D choisi ; en pratique, on
prend donc ce rectangle le plus petit possible.

DEF : on dit que la partie D est quarrable si la fonction constante égale & 1 est intégrable sur D et U'intégrale sur D de
cette fonction est par définition I’aire de D.

aire ( df//:cr—d // dxdy

(z,y)€ED

TH : si D est quarrable, et si f est continue sur D, alors f est intégrable sur D et on peut appliquer la formule de Fubini
vue ci-dessus :

d /b
(m{/eDf z,y) dudy = / /fD ,y) dy dx_[ [fD (x,y)dx | dy (avec D C [a,b] X [c,d])

Remarque 1 : si l'on pose V; = {y / (z,y) € D) (intersection de D avec une droite Verticale) et H, = {z / (z,y) € D)
(intersection de D avec une droite Horizontale), cette formule devient

{)/EDfxydxdy/ éf(x,y)dy dxz Ilyf(:c,y)dx dy

Remarque 2 : en général, la partie D est convexe, et alors
Vy est de la forme [Ymin (), Ymax(x)], et Hy est de la forme [Zmin(Y), Zmax (V)]

la formule de Fubini devient alors :

b Ymax (T) d ZTmax (Y)
I/ f(w,y)dwdy=/ / f(z,y)dy dw:/ / f(z,y)dz | dy
(z,y)€D a Ymin () c Tmin (Y)

Exemples E1

3) Propriétés.
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1: lincarité : [[ (Af+pg) =A[[f+nf[g
D D D
P2 : croissance : si f < gsur D, [[f< [[g
D D
P3 : additivité sur les parties : si aire(D1NDy) =0, [[ f=[[f+ ffg
D1UDo D1

P4 : croissance sur les parties : si Dy C Ds et f > 0 sur Do, fff < fff
Dy Do

P6 : inégalité triangulaire :

<fo|f|

P7: changement de variable :

//f:cydxdyi //f (u,v),y (u,v)) 6_2
(zy)eD (uw)€D; o

si
- Dy verifie : (z (u,v),y (u,v)) € D < (u,v) € Dy
- les applications (u,v) — z (u,v)

u,v) — y (u,v) sont de classe C* sur Dy

dudv

et (
- L’APPLICATION ¢ : (u,v) — (z (u,v) ,y (u,v)) EST INJECTIVE sur 'intérieur de Dy

Ox
REM 1 : le déterminant g}j gz est appelé le jacobien de 'application .

ou Ov
REM 2 : bien noter la valeur absolue qu’il y a autour de ce déterminant, ce qui différencie les intégrales simples des

intégrales doubles.

Exemples classiques :

o5 0v
- passage en coordonnées polaires : 9p 00 | _ p, donc

Oy oy |~ 7

dp 00

/ f(z,y)dedy = // f (pcos b, psinB) |p| dpdf

(z,y)eD (pcos,psinb)e
P(p,0)

ot P (p,0) est une condition sur p et 6 nécessaire pour avoir la propriété d’injectivité ci-dessus.

D2
E2:
- f(zy)dedy =
z24+y2< R?
x,y=>0
- [ e_(x2+y2)dxdy e
z24+y2< R?

APPLICATION : calcul de l'intégrale de Gauss

+oo

/ e dy = N

—0o0

r=au+bv+c

y=dutev+f ; le jacobien est la constante

- Cas ot ¢ est affine : {

de ¢.

a
d

qui n’est autre que le déterminant
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4) Calculs de centres et de moments d’inertie.

DEF : le centre d’inertie d'une partie D de R? de masse surfacique p (fonction de D dans R) est par définition le point

G défini par :

[ uOM

ocC D—7
[n
D

; soit

Ce qui donne, pour un domaine homogene (u = cte)

—

[fOM
oG = -2

E3 : pour un demi-disque z? + y> < R%2,2 >0

aire (D)

[ adxdy
z2+y2<R?
x>0 2
ve = TR? TR2
2

, soit

[ w(zy) zdedy
__ (zy)eD

T =
“ [ n(zy) dedy
(z,y)€D

[ w(z,y) ydedy
(z,y)€ED

[ w(z,y) dedy

(z,y)€D

Yyag =

[ xdxdy
__ (z,y)eD

o= [ dzdy
(z,y)€D

[ ydady
(z,y)€D

ve = [ dady
(z,y)eD

DEF : le moment d’inertie d’'une partie D de R? de masse surfacique u par rapport a un point A est par définition le

réel défini par :

Ja

s

(z,y)€D

[ w (@=ea? + - ) dody

I () ((w‘ —za)?+ (y — ZJA)Z) dxdy

(z,y)€D

] n(z,y) dedy

(z,y)€D

Ce qui donne, pour un domaine homogéne

[ MA?

/ / p(z,y) dedy)

(m = masse (D) =
(z,y)eD

(@ = 2aP + (v~ ya)?) dady

(z,y)€D

Ja aire (D) -

J dwdy

(z,y)€D

E4 : le moment d’inertie d’un disque par rapport & son centre est

)

z2+y2< R2

(2* +y?)

dxdy

Jo =
o=m TR2

IT NOTIONS SUR L'INTEGRALE TRIPLE (HORS PROGRAMME).

La définition se fait de fagon similaire, en commengant par les fonctions étagées sur les pavés [a1,b1]X [ag, ba] X [a3, bs].
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La formule de Fubini posséde deux formes distinctes,
- soit en prenant une intégrale simple d’une intégrale double :

// f(z,y,2) dedydz —/ / f(z,y,2)dxdy | dz

a1<z<by ai a1<z<by
a2<yY< b a2<y< b
az<z<bs

et il y a trois facons de procéder ainsi ; on parle alors de procédé de sommation par tranches.

- soit en prenant une intégrale double d’une intégrale simple :

/// f(2,y, z) dedydz = // 7]” (z,y,2)dz | dedy

a1<r<h ar<r<br \as
a2<y< b a2 <Y< b
a3z<z< bs

et il y a trois facons de procéder ainsi ; on parle alors de procédé de sommation par piles.

On en déduit bien sur un procédé de sommation & I'aide de 3 intégrales simples, de 6 fagons possibles

// f(z,y)dedy = / b/2 b/af(x,y,z)dz dy | dz

a1 <z<by as
az2<y<he
az3<z<bs

La notion de partie quarrable devient celle de partie cubable, et

volume (D dCf /// x—1) /// dxdydz

z,y,2)€ED

Pour une partie D cubable, la formule de sommation par tranches s’écrit

K (“’”’y’z>dxdyd27 [t dody | i

(z,y,2)€D as \(z,y)€H:

1 H, = {(z, ,y,2) € D} (section de cote z de la partie D), et az = i t by =
ou {(z,y) / (x,y,2) } (section de cote z de la partie D), et a3 - }n(l;}y)z)EDze 5= o) I/n(i%y,z)eDz

La formule de sommation par piles devient

// f(z,y, z) dedydz = // / f(x,y,2)dz | dedy

(z,y,2)€D (z,y)eD1 \V(z,y)
ouV(x,y)={z/ (z,y,2) € D} et Dy = {(z,y) /32 / (z,y,2) € D} (projeté de D sur zO0y)

En général on utilise cette dernieére méthode quand D est une portion de surface comprise entre deux surfaces z = f; (z,y)
et z = f2 (Ji,y) : D= {(CL‘,y,Z) / (Ji,y) € D17 fl (Ji,y) <z < f2 (Jf,y)}, ce qln donne :

fz((E,’y)
J[ twvowae= [[ | [ s@yed] ey
(z,y,z)ED ("Evy)eDl fl(‘rvy)
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la formule de changement de variable devient

Jdxr Ox Ox
Qu ? Aw
// f(z,y,2)dedydz = /// fx(u,v,w),y (u,v,w), z(u, v, w) 9 Y A dudvdw
(z,y,2)€ED (u,v,w)€D; g gg ’lé)
u w dw
avec des précautions similaires au cas des intégrales doubles.
Oxr Ox Ox
? a0 ax
Exemple classique : passage en coordonnées sphériques (6 = longitude, A = latitude) : YW p2eos A, donc
o9 9
ar 90 o
// f(z,y, 2) dedydz = // f (rcos Acos B, cos Asin @, rsin \) 72 |cos \| drd@d\
(z,y,2)€D (r cos A cos 0,7 cos Asin 0,7 sin \)€D
P(r,0,))

ot P(r,0, ) est une condition sur r, § et A pour avoir la propriété d’injectivité requise.
D3

Exemple : volume de la boule sphérique :

R 3
V= /// dxdydz = /// 72 cos Adrdfd\ = 27r/r2dr / COSAAA = .o,
z2+y2+22< R? 0<Tr<R o Iy
0<0< 27
—ESASE

Calculs de centres et de moments d’inertie.

DEF : le centre d’inertie d'une partie D de R? de masse volumique p (fonction de D dans R) est par définition le point
G défini par :

[[fnOM [ w(y 2)adedydz  [[[ p(z,y 2)ydedydz  [[[ p(2,y,2)zdedydz
e _ | @yen (2.5.2)€D (,y,2)€D
S JII w@yz)dedy = [f] p(zy,z)dedy = [[f plx,y,2)dedy
D (z,y,2)€D (z,y,2)€D (z,y,2)€D

Ce qui donne, pour un domaine homogene (u = cte)

fffo—]\j [[[ adaxdydz  [[[ ydedydz  [[[ zdedydz
@ _ D _ (z,y,2)€D (z,y,2)€D (z,y,2)€D
volume (D) [[] dedydz’  [[[ dxdydz’ [[[ dzdyd=z
(z,y,2)€D (z,y,2)€D (z,y,2)€D

Par exemple, pour une demi-boule 22 + 32 + 22 < R%, 2> 0

[[]  zdxdydz
1‘2 +y2 +Z2 g R2

za = =—— || drdOd\ = .ccoooooviiieiiii
4 R 47 R3

3 .........

DEF : le moment d’inertie d'une partie D de R? de masse volumique g par rapport & un axe A est par définition le réel
défini par :

Ja = ///MZ\JH2 = /// w(z,y, 2) ((x —an)?+ (W —yn) +(z— ZH)Z) dxdydz (o H est le projeté de M sur A)
D (

z,y,2)ED
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Ce qui donne, pour un domaine homogéne

[[[MH? I <(x—xH)2+(yfyH)2+(z—zH)2> dxdy
Ja =m—2 = ZBAED (m = masse (D))
volume (D) [[] dadyd=z
(z,y,2)€D

Par exemple, le moment d’inertie d’une boule sphérique par rapport a un axe passant par le centre est

fff (%2 + yz) dxdydz fff .................... drdfdX
_ @2+4y?+22<R? R -
Ja=m é_lﬂ.R:J, =m éﬂ-R?) T T PO UUO
3 3



