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Lignes de niveau.

Qui a déja utilisé une carte touristique éditéel’B@N au 25 000éme connait les lignes
joignant les points de méme altitude qui y sortées ;

ces lignes, dites « de niveau », sont tres yikes savoir si le chemin que I'on emprunte
monte ou descend. Si I'on considére que la tetrevealement plate, ces lignes sont les
représentations sur la carte des sections du tefrefstre par des plans horizontaux.

Etant donné une surface et une direction vertid@decourbes de niveau (ou hysohypses, du
grec hypsos « hauteur »)associées sont donc les sectiorssgiegface par les plans
horizontaux (i.e. orthogonaux a la verticale) ; aeguons que ces diverses courbes forment
une partition de la surface.

Si maintenant, I'on projette orthogonalement cegrdies courbes sur un méme plan
horizontal, on obtient une partition du projetdalsurface sur ce plan, permettant de
reconstituer exactement la surface, a conditiosadeir a quelle altitude correspond chaque
courbe.

Par contre, il existe une infinité de surfaces agas courbes de niveau données, sans la
connaissance des altitudes correspondantes ; panpé, les surfaces dont les lignes de
niveau sont des cercles concentriques sont toegesukfaces de révolutions, et il y en a de
tres difféerentes formes !

Mais, et c’est ce qui est fait sur les cartes togplgiqgues, on a quand méme de bons
renseignements sur la surface si I'on trace desbesicorrespondant a des altitudes de pas
constant ; par exemple, vous reconnaitrez le péadeode révolution, évasé a la base, du
cbne de révolution sur les figures ci-dessous :

Sujet d’étude 1 : la connaissance de toutes lésssde courbes de niveau a pas constant
permet-elle de reconstituer exactement la surface ?



En pratique, si la surface est donnée en repdnierastmé par une équation du type

z=h
z= f(xy), les courbes de niveau sont les courbes d’équat%o& y)=h et leurs

projections dans le platOyont pour équatiorf (X, y) = h.
Ce sont donc aussi les courbes intégrales de K@qudifférentielle pdx+ qdy=0, (ou

p=flet p= f¢), s'écrivant aussi y¢= - g ; ce sont aussi les équipotentielles du champ de

vecteur( p,q), ou les lignes de champ du chagam, p). Bref, toutes ces notions ; courbe de

niveau, courbe implicite, courbe intégrale d’uneaatepn différentielle du premier ordre, ligne
de champ, équipotentielle sont liées les unes atres!

Lignes de pente.

Maintenant, on peut se demander a quoi corresptsdeia surface les trajectoires
orthogonales des courbes de nive‘e(u<, y) = h, qui sont aussi les lignes de champ du champ

(p, q) : ce sontes lignes de plus grande perftal lignes de pente tout court) ; on montre en
effet que dans un plan, la droite passant par urt donnéM ayant la plus forte pente (par
rapport a I’horizontale) est la droite du plan gsi perpendiculaire a la droite horizontale
passant pall.
Avec les notations précédentes, les projectiondigiess de pente sont les courbes intégrales
de I’équationy¢=ﬂ.
Y
Voici par exemple, les lignes de niveau et de pesuela surface et en projection, du
paraboloide elliptique d’équation= - (x2+ 2 3/2). On obtient un réseau d’ellipses pour les

premieres, et de paraboles pour les secondes.

Les lignes de pente sont concretement les trajestde gouttelettes d’eau ruisselant sur la
surface, mais attention, ceci n’est qu’une apprexiom lorsque la vitesse est faible ; une bille
d’acier lachée sur une surface ne suivra une ligngente qu’au début ; elle la quittera
ensuite a cause de son inertie (sujet d’étude@eée ces courbes d’écoulement).

Lignes de pente constante.

Venons en a une notion trés utile aux ingénieuvsuatetracer des routes de montagne (voir
ci-contre la route du Puy-de Dome)



; celle deligne de pente constantéont le nom contient la définition. Sauf que ¢amle plus
souvent utilisé, probablement pour éviter la coiusvec les lignes de pente est celui
d’hélice car la ligne de pente constante la plus céléfireadle du cylindre de révolution
vertical, qui est une hélice circulaire.

Voici quelques hélices tracées sur le cylindrediee, la sphere et le tore.

Notons que dans le cas de la sphére, I'hélice mmsgusqu’au pble, ou la pente est nulle !

On obtient les hélices de peitale la surfacez = f(x, y) en écrivant, avec les notations
classiques, qu%—z:/ , qui donne( pdx+ qd))2 :/2( dx + dﬁ) ou encore

/? (1+ y(f) =( p+ qy)f, équation différentielle fort peu sympathique nispermet de
tracer les hélices a 'aide d'un logiciel de calcul

Loxodromies.

La tangente a I'hélice forme un angle constant aveplan horizontal, mais une erreur
classique est de penser qu’elle forme un angletaonavec les tangentes aux courbes de
niveaux, puisque celles-ci sont horizontales ! Maisime la tangente a I'hélice se trouve
dans le plan tangent a la surface, I'angle entite tengente et celle de la courbe de niveau
n'est égal a 'angle entre la tangente et un ptaizbntal que lorsque le plan tangent est
vertical, ce qui est le cas des cylindres vertigaarxexemple.

Ces courbes tracées sur la surface faisant un eog#tant avec les courbes de niveau ont été
dénommées par Snellius en 1624 loxodromies, dulgksos "oblique" et dromos "course" ;
vue leur importance en marine, puisque les loxodsrerrestres sont les courbes faisant un
angle constant avec les paralléles, donc aussilesenéridiens, autrement dit avec le nord,
elles ont d’abord été étudiées dans le cas dehkxsp



On remarquera dans la figure ci-dessous que lalloxaie de la sphere s’enroule autour du
pole, contrairement a I'hélice, qui, elle, s’arr@és que la pente du méridien est inférieure a
/.

D’aprés la remarque ci-dessus, les loxodromiessehélices sont identiques dans le cas d’'une
surface cylindrique verticale, donc en particulidrglice circulaire est aussi une loxodromie

du cylindre. Mais c’est le seul cas !

Avec toujours les mémes notations, I'équation dififéielle des projections suOydes
loxodromies faisant un angke avec les lignes de niveau prend la joyeuse forme :

tar’ a(py¢ o)’ = (¥ P+ )( pr ayf
Essayez de résoudre I'équation des hélices (Avetam ) et celle des loxodromies dans la

cas ou la surface est un plan oblique, par exempl&; vous verrez que les hélices et les
loxodromies sont alors des droites, mais pas lenesé

Géodésiques.

Toutes les lignes définies préecédemment étaieed Béla définition d’une verticale et d'une
horizontale ; passons maintenant a des lignesidgéfite facon intrinseque a la surface, quelle
gue soit sa position dans I'espace. Celles quieoplus d’importance pratique sont
probablement legéodésiquesdu greqgé "terre" etdaiein "partager, diviser". Ce sont les
courbes réalisant le plus court chemin d’'un poinhautre de la surface, en restant dans cette
surface. Ce sont en quelques sortes les « drodedasurface, celles parcourues par un
observateur qui irait toujours droit devant lui.

On montre que cette condition de minimalité impéida condition différentielle suivante : la
normale principale a la géodésique (celle qui aasde plan osculateur de cette courbe)
coincide avec la normale a la surface.

(pye q)(r+ 2sy% ty§

1+ p2 + q2 !
c’est une équation du deuxiéme ordre : normal pgyaint il ne passe pas qu’une seule
géodésique mais une dans chaque direction.
Attention : la condition différentielle conduit @& notion de géodésique locale, pas
forcément globale ; par exemple, les géodésiqués sighéres sont ses grands cercles : deux
points sont donc reliés par deux segments de gigpess mais un seul d’entre eux est
vraiment le plus court chemin . Autre exemple ;désdésiques du cylindre de révolution
sont les hélices, et les droites paralléles a l'ax®e portion d’hélice effectuant un tour
complet sera pourtant plus longue qu’un segmexlrci¢e direct !

Avec les notations de Monge, I'’équation différeltgis’ecrit : y¢é

Lignes de courbure.



En un pointM de la surface, les sections normales de la su(taest-a-dire les sections de la
surface par des plans contenant la normale afacg)y ont une courbure en M. Et c’est une
propriété remarquable, que, dans de bonnes conslitie régularité, et sauf dans le cas d’'un
ombilic ou la courbure normale est constante, lalmare normale a, quand le plan normal
pivote autour de la normale, un maximum, et un mur, correspondant a des plans
orthogonaux, appelés plans principauxven

On définit alors les lignes de courbure commeitgsek tracées sur la surface dont la tangente
reste dans un plan principal. Autrement dit, ergdegpoint de la ligne de courbure, la
courbure normale tangente a la ligne est soit mabensoit minimale. Par un point qui n’est
pas un ombilic, il passe donc deux lignes de caedyuqui forment donc un double réseau de
lignes deux a deux orthogonales sur la surface.

Voici par exemple ce réseau dans le cas d’un ellifgsqui n’est pas de révolution, pour
lequel on remarque bien les 4 ombilics.

Les projections suxOydes lignes de courbure ont pour équation difféelie (du premier
1+p*+pay poe(L+ d) ye
r +sy¢ s+ ty¢

ordre) :

Lignes asymptotiques.

Nous avons défini ci-dessus les courbures norneatgémales ; il se peut que ces deux
courbures soient de signes contraires (corresporddes courbes situées de part et d'autre
du plan tangent) ; cela arrive par exemple pouptests de la selle de cheval, ou paraboloide
hyperbolique. Le point est alors dit « hyperboligu®ans ce cas, la courbure passe deux fois
par O, pour deux plans, dits « asymptotiques nt,gopriété remarquable, les plans
principaux sont les plans bissecteurs.

On définit alors les lignes asymptotigues commdidgees tracées sur la surface dont la
tangente reste dans un plan asymptotique. Autredier@n chaque point de la ligne
asymptotique, la courbure normale tangente a teel@st nulle.

Par tout point hyperbolique d’'une surface passenkdignes asymptotiques, dont les lignes
de courbure sont les bissectrices.

Voir par exemple ci-dessous les lignes asymptosiglieparaboloide hyperbolique, ainsi que
ses lignes de courbure.



Les projections suxOydes lignes asymptotiques ont pour équation diftézkes (du premier
ordre) :r + 2sy¢+ ty® =0, équation qui exprime que les lignes asymptotiqueesont autres
que les courbes dont le plan osculateur est letplagent a la surface.



