QUESTIONS DE COURS D’ANALYSE (MPSI)

I FONCTIONS USUELLES
0) Démontrer | |z| — |y| | < |z +y| < |z| + |y| dans R.
Montrer la formule cos(a — b) =..., et en déduire cos(a + b), sin(a +b), tan(a + b).
2) Comment calculer tan(z/2) connaissant cosx et sinz ? Appliquer a tan7/8 et tan/12.

3) Exprimer cosz,sinz, tan x en fonction de ¢t = tan 5

4) Formules de linéarisation ; application & cos® z et sin® z .

1)
)
)
)
5) Formules cosp + cosq, sinp £ sing, acosz + bsinz.
6) Calculer cos /5.
7) Montrer |u| < g = |sinu| < |u| et en déduire les continuités de sin et cos.
sinu
)
)
0
1

8 =1.

Sachant 8), déterminer la dérivée de la fonction cos puis en déduire celle de sin.
) Réduire lintervalle d’étude de la fonction sin, de la fonction tan.

Montrer que lim

u—0
9
1
1

P

12) Calculer C' = )7 cos(f + k) en multipliant cette expression par sin ¥ .

k—O

@

13) Calculer S = Z sin(f 4 k) en multipliant cette expression par sin & .

)
14) 15) 16) Définition et étude d’arcsin, arccos, arctan.
17) Montrer que arcsin x + arccos © = /2.
)
)

18) Montrer que arctan x + arctan — = signe(z).—
x

19) Montrer que zy < 1 = arctanx + arctany = arctan <1$+myy> .
Va,b>0 f(ab) = f(a)+ f(b) _
20) Montrer { £ dérivable sur 10,400 =3dkeR f=kln,
dt

oilnz = ["— .

21) Montrer Inab =1Ina + Inbd Va,b > 0.
22) Montrer Inz" =rlnz V>0 VreQ.
23) Montrer lim Inz =400 .
)
)

r— 400

24) Montrer que Inx < x — 1.

Inz
25) En déduire Inz < 2(y/z — 1) et hrf —— =0 ; interprétation géométrique ?
Tr—+o0 I

25 bis) Montrer que exp(z + y) = exprexpy et exprz = (expz)” Vz,y VreQ.
a’t¢ = a’a® (a > 0)

a = (a*)° (a>0)

27) Etudier et tracer les courbes des diverses fonctions puissances x — z® sur |0, 4o00| .

26) Donner les définitions du symbole a’, et montrer : {

l xT
28) Sachant lim ar_ 0, déterminer limzInz , lim e , lim ze”
r—+00 I z—0 r—-+oo I Tr——00
In(1 r—1
29) Déterminer hmM et lim ¢
z—0 z—0 xX

30) Montrer ch? z — Sh2 x=1,ch(a+0b) =cha chb+ shashb,
et sh(a +b) =sha chb+ cha shb .
31) 32) 33) Etudier les fonctions ch, sh, th.
34) Montrer : Vo, y €R 22 +y?’ =1 FH R x =cost,y =sint et
Ve,y €R 22 —y?=1o3tcR z=cht,y=sht.
Application aux équations paramétriques de ’ellipse et de I’hyperbole.
35) Déterminer les dérivées des fonctions argsh, argch, argth.
6) Exprimer argsh(y) en fonction d’y.
37) Exprimer argch(y) en fonction d’y.
8) Exprimer argth(y) en fonction d’y.

1T SUITES

) Déterminer une transformation géométrique faisant passer de Ceos & Cyin €t de Cian & Ceoy -



1) Ecrire : (u,) est croissante a partir d'un certain rang ; (u,) n’est croissante (resp. monotone) a partir d’aucun rang.
Donner des exemples.
a) ni majorée, ni minorée.
b) non majorée et croissante partir d’aucun rang.
en précisant bien les définitions utilisées.

. n 1 100
3) Etudier les sens de variation de <Z > et de <n) .
k:1n+k n>1 (171) n>0

b

2) Donner un exemple de suite

. ! 2n)!
4) Etudier les sens de variation de (nn) et <( n) > .

n n"
5) Etudier le sens de variation d’une suite récurrente u,, = f(u,_1) lorsque f : R — R est croissante sur I, f(I) C I et
ug € 1.
6) Comme 5) avec f décroissante (5) peut étre supposé connu).
7) Donner 3 définitions des suites arithmétiques et montrer leur équivalence.

dJreC VneN upp=uy,+m, )

(VnEN*unzé(unl—l—unH), Jda,beC VYneN wu,=an+0b

8) Calcul de la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique, géométrique.
9) Calcul du terme général d’une suite arithmético-géométrique (u,, = atty,—1 +b).
10) Récurrences linéaires doubles : (ug = o, u1 = B, Uy = atiy—1 + btiy—2).
Enoncer (sans preuve) les résultats, dans le cas complexe puis dans le cas réel (en expliquant d’ou vient ’équation
caractéristique).
11) R.L.D. : montrer que
A#0=3A4,BecC Vn wu, =AM+ B)\;.

12) R.L.D. : montrer que
A=0=3A,BecC VYn u,=An\"+ BA\".

13) R.L.D. (cas réel).
Montrer que
A<0,A=pe? =30, DR Yn wu, =p"(Ccosnbd + Dsinnd).

11 bis) R. L. D. : montrer que si A est solution de I'équation caractéristique (E) : A2 = a\ + b, la suite (u,, — Au,_1) est
géométrique de raison a — A.

12 bis) Dans le cas ou (E) a deux solutions distinctes, calculer le terme général u,, en utilisant les deux suites géométriques
(U, — AMUp—1) €t (up — AaUp_1).

13 bis) Dans le cas ou (E) a une solution double A # 0, montrer qu’ (Z—:) est arithmétique et en déduire u,,.

14) (suites réelles)
> < <

Montrer Vn' Z 10 Un S Un S Wn
limu, =limw, =0

15) (suites complexes) Montrer : limuy = lim v, = 0 = lim (uy + 0n) = 0 .
Montrer { (un) bornée

limv, =0

= limwv, = 0 (gendarmes).

= lim(u,v,) =0 .

16)
17) Prouver P'unicité de la limite finie d’une suite.

18) (suites réelles) : conservation des inégalités larges par passage a la limite.

19) Montrer qu’une suite convergente est bornée.

20) Montrer (en utilisant les propriétés ci-dessus) que la somme et le produit de suites convergentes est une suite conver-

gente.

1
21) Montrer que si limwu,, =1 # 0(€ C) , alors il existe n; tel que u, # 0 pour n > n, et () est bornée, puis que
Un, n=ni

1 1
lim— = - .

Up, l

22) Montrer que toute sous-suite d’une suite convergente est convergente vers la méme limite.

23) (suites réelles) Montrer que si lim u,, = +00 et (v,) est minorée,

alors lim(u,, + v,) = 400 .

24) (suites réelles) Montrer que si lim u,, = +o0 et v, = A > 0, alors lim(u,v,) = 400 .

Donner un contre-exemple avec v,, > 0.

25) Facultatif : montrer qu'une suite réelle est non majorée si et seulement si elle posséde une sous-suite tendant vers

+00.



25) On sait que Vk € N liIJ1r1 Up,k = 0 ; que dire des suites :
n—-1+0oo

n
Up = Z Un,k (p ﬁXG) ) et w, = Z Un k ?

k=1
26 Montrer (up) croissante majorée = (uy,)convergente.
27

Montrer : (uy,) croissante non majorée = limu,, = 400 .
28) Donner un exemple de suite de limite +00 qui n’est croissante & partir d’aucun rang (avec preuve).

)
)
) : un
9) hy,= > 7 montrer que (h,) est divergente.
30) Montrer que Vn > 1 Inn<h, <lnn+1.

)

) qn

)

N

k=1
31) Donner trois exemples de suites divergentes vérifiant lim (w41 — u,) = 0 (avec preuves).
n

1
Zl 2 Montrer que (g,) est convergente.
33) Définir la notion de suites adjacentes, et montrer qu’elles convergent vers la méme limite.

34) Facultatif : Application des suites adjacentes : montrer que si A est une partie dénombrable de R, entre deux réels,
il existe toujours un réel qui n’appartient pas & A (autrement dit : une partie dénombrable est de complémentaire dense ; R
n’est donc pas dénombrable).
35) Facultatif : démontrer que toute suite bornée posséde une sous-suite convergente (théoréme de Bolzano-Weierstrass).
n

32

1
36) en kZO R e, =en —I— ; montrer que (e, )et (el,) sont adjacentes.
37) En admettant 36) et hm en = €, montrer que e est irrationnel.
38) Montrer la transitivité de << ; traduction en termes de “petits o” 7
)
)

w

9) Montrer que si lim(u,) =1, hm(un + o(uy,)) = 1.
40) Montrer : o(upvy,) = uno(vn), U 0(vy) = o(unvy), o(Auy,) = o(uy,),
o(un) = o(up), o(un) + o(uy,) = o(uy,).

41) Montrer : a < 8 = n® (Inn)” << nf (Inn)° V7,6 .
41 Un41

)
)
42) Montrer n® << a™ VYa >0 Va,la] > 1.
)
)

>

bis Montrer : si (u,) est & termes > 0 et si lim =1[>1, alors lim u,, = 4o0c.

Un,

43) Montrer o << n! Va>1.
44) Montrer n! << n'
45) Montrer que ~ est une relation d’équivalence dans ’ensemble des suites complexes ; montrer la compatibilité de cette
relation avec la multiplication et les fonctions puissance.
Uy ~ U

n
/

46) Donner un exemple ol et u, + vy ¢ ul, + o), , un exemple ol u, ~ v, et f(u,) » f(vy) , un exemple

n ~ n n
ol Uy, ~ Uy et (U)o (v,)*n .
47) Montrer que s’il existe A # 0 tel que w,, ~ Av,, alors u,, = O(v,,) et v, = O(u,,), mais que la réciproque est fausse.

ITII FONCTIONS NUMERIQUES : continuité, limites.

2) Montrer qu’il y a identité entre les intervalles et les convexes de R.

3) Montrer que Q et R \ Q sont denses dans R.

4) Structure de I'ensemble R’ des fonctions réelles définies sur I muni de l'addition et de la multiplication (anneau
commutatif non intégre).

5) Montrer que I'ensemble des périodes d’une fonction R — R est un sous-groupe additif de R .

6) Donner les définitions des fonctions numériques (strictement) (dé)croissantes, constantes, injectives, lipschitziennes sur
un intervalle en utilisant le taux d’accroissement.

7) Démontrer a ’aide de la définition des limites que ill% V=0, que IEIEOO\/E = 400 .

8) Montrer que si pour toute suite (u,) d’éléments de ensemble de définition de f convergeant vers xg, la suite (f(uy,))
a pour limite [, alors lim f(z)=1.
T—x

(fait en cours uniquement pour zg et [ finis)
9) Donner un exemple de fonction définie au voisinage de 0 n’ayant de limite stricte ni & droite ni & gauche en 0.
10) Montrer que si lorsque z tend vers xg, f(z) ~ g(z), alors o(f(z)) = o(g(z)) et que, lorsque = tend vers xg,
o(f(z)) +o(f(x)) = o(f(z)).
11) Montrer que Ao(f(x)) + po(f(x)) = o(f(x)) et que o(o(f(z)) = o(f(x)).

)
12) Montrer que si a < 8, 2* (In(z))” << 2 (ln(ac))‘S quand z tend vers + oo, et en déduire la relation similaire en 0.
2
)

13) Sachant que sinz ~ = quand = tend vers 0, montrer que cos(z) =1 — % + o(z?).



14) Connaissant les développements limités a l'ordre 1 quand z tend vers 0 de e® et de In(1 + ), en déduire celui de
(1+x)*.

V2 +4— 3z +8
ve+1-—1

16) Montrer que f est uniformément continue sur I ssi pour toutes suites (u,) et (v,) d’éléments de I,lim (u, — v,) =
0= tim (f (un) — f (v,)) = 0.

17) Montrer qu’une fonction uniformément continue sur I est continue sur I et montrer que la réciproque est fausse.

18) Montrer qu’une fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I et montrer que la réciproque est fausse.

15) Déterminer lirr%J
xr—

19) Montrer que x — — et  — /z sont lipschitziennes sur [e, +oo[ (¢ > 0), et que & — 2% est lipschitzienne sur
x
[—A, Al
20) Facultatif : montrer que toute fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.
21) Montrer le lemme de Bolzano (annulation d’une fonction continue qui change de signe).
22) En déduire le théoréme des valeurs intermédiaires.
)

23) En déduire que si f est continue sur un intervalle I, f(I) est un intervalle et que donc si o = ini}f(x) et 5 =supf(z),
e zel

£(1) = [, 8], [, Bl Jo B] ou Ja, B

24) Montrer que tout réel > 0 possede une unique racine carrée > 0, que tout réel posséde une unique racine cubique et
que, plus généralement, toute fonction polyndéme de degré impair posséde au moins une racine réelle.

25) Montrer que si I est ouvert, les 4 possibilités du 23) peuvent arriver, mais énoncer ce qui se passe lorsque f est
strictement monotone sur I, ou lorsque I est un segment (théoréme de Weierstrass).

26) Facultatif : démontrer le théoréme de Weierstrass.

27) Montrer qu’une fonction croissante sur Jzg — ag,zg] admet une limite stricte & gauche en zg. (Le théoréme de la
limite monotone étant qu’une fonction monotone sur une partie de R admet une limite stricte & gauche et & droite en tout
point adhérent & cette partie).

28) Montrer qu’une fonction continue, injective (i.e. = # y = f(z) # f(y) ) sur un intervalle I, y est strictement
monotone.

29) Montrer qu’une fonction croissante sur un intervalle ouvert I telle que f(I) soit un intervalle est continue sur I (le
théoréme général étant qu’une fonction monotone sur une partie quelconque I telle que f(I) soit un intervalle est continue
sur I).

30) En déduire que la fonction réciproque d’une fonction f continue strictement monotone sur un intervalle I est continue

sur f(I).

IV FONCTIONS NUMERIQUES : DERIVATION

1) Montrer la dérivabilité de la somme et du produit de deux fonctions dérivables.

2) Montrer la dérivabilité de 'inverse d’une fonction dérivable, de la composée de deux fonctions dérivables (uniquement
dans le cas de uwo v, v(x) # v(xg) sl # x9).

3) (Petite regle de L’Hospital). Montrer que si f et g sont dérivables et nulles en zg, g non nulle au voisinage pointé de

) _fl@) _ f(=@o)
Zo, ¢’ (x0) # 0, alors xlirgog(x) 7 (r0)
4) Montrer que si f dérivable sur R vérifie Vo,y € R f(xz +y) = f(z)+ f(y) ,alors e e RVz e R f(z) = ax .
5) Idem en supposant seulement f continue. On énoncera les 4 étapes de la démonstration et en démontrera 2.
6) En utilisant 5) déterminer les fonctions continues sur R vérifiant Va,y € R f(z +y) = f(x)f(y) et les fonctions
continues sur R vérifiant Va,y € RY  f(zy) = f(z) + f(y) .

7) Mountrer que la fonction

1 — cos(z

z#£0— 1 —cos(z)

x
0—0

est de classe C! sur R (sans avoir recours au théoréme de la limite de la dérivée).

8) Montrer que la fonction

{ x#Oszsin(%)

0—0
est dérivable sur R, mais que sa dérivée n’est pas continue en 0 (autrement dit que cette fonction n’est pas de classe C1).
9) Somme, produit de deux fonctions C¥.
10) Formule de Leibniz.
11) Inverse d’une fonction C*.
12) Composée de 2 fonctions C*.
13) Dérivabilité d’une fonction réciproque.
14) Fonction réciproque d'une fonction de classe C*.



15) Montrer que si f est définie au voisinage de xg, dérivable en z( et extrémale en xq alors f'(xo) = 0.

16) Théoréme de Rolle.

17) Montrer que si une fonction n fois dérivable sur un intervalle y posséde n + 1 racines, sa dérivée n-iéme y posséde au
moins une racine.

17) bis Montrer que L,, = D™ ((X2 — 1)”) posséde n racines réelles distinctes comprises entre -1 et 1, et qu’il est donc
scindé sur R.

18) Soit f une fonction polynomiale de R vers R, ¢ la somme des ordres de ses racines réelles et ¢’ la somme des ordres
des racines réelles de f’. Montrer que ¢’ > g — 1.

19) Théoréme des accroissements finis.

20) Inégalités des accroissements finis.

21) Montrer qu’une fonction continue sur un intervalle I, dérivable sur I \ {bornes de I}, est croissante (resp. constante)
sur I ssi sa dérivée y est > 0 (resp. = 0). Donner des ctre-exemples si I n’est pas un intervalle.

22) Donner et démontrer (sachant 19)) une CNS pour qu’une fonction continue sur un intervalle I, dérivable sur I\
{bornes de I}, soit strictement croissante sur I.

23) Montrer qu’une fonction & dérivée bornée sur I est lipschitzienne sur I.

24) Théoréme du passage a la limite dans la dérivée : montrer que si f est continue sur un intervalle I et dérivable sur
IN\{zo}, et si Tlin; f(x) =1, alors f'(x0) = 1.

c—20

24 bis) On admet que f est convexe sur I intervalle ssi pour tout zo de I, la fonction « — ty (z,zo) est croissante sur [ ;
montrer alors que si f est dérivable sur I , f est convexe sur I ssi f’ est croissante sur I.

24 ter) Connaissant 'inégalité de convexité double, démontrer 'inégalité de convexité multiple.

25) Montrer qu’il existe un unique polynome de degré < n prenant la méme valeur en zy qu’'une fonction f, ainsi que ses
n dérivées successives (noté T, ¢,20) )-

26) Déterminer Ty, r0y(x) pour f = exp, cos, sin, ch, sh, f(z) = (1 +z)* .

27) Montrer que (/mf,wo) = Tln—1,f"z0) -

28) Déterminer T, f0y(x) pour f(z) = In(1 + x) en utilisant 27).

( B >
n k
29) Montrer que pour f(z) = 1/7/(14x), T(n f0)(7) = > (—1)* QTxk

) k=0
30) Démontrer le théoréme de TAYLOR-YOUNG pour une fonction g vérifiant ¢®*)(0) = 0 pour k = 0, .., n.
)
)

31) Montrer que le cas général (pour une fonction n fois dérivable en x() se raméne au cas précédent.
1

—) —,In(1 In(1—
—— T l(l+2), (1-2),

32) Enoncer les développements limités polynomiaux de e®, ch z, sh z, sin z, cos ,
1
14+2), ——% alordre n en 0.

Retrouver le D L P de

33 en 0 par une méthode directe.

11—z
34) Preuve de 'unicité du développement limité polynomial a ’ordre n en xg.
35) Parité du DLP en rapport avec celle de la fonction.
6) Déterminer le développement limité & Pordre 2p + 1 en 0 de 1/(1 + 2?) et en déduire celui d’arctan a lordre 2p + 2.

)
)
)
7) Déterminer le développement limité & 'ordre 7 en 0 de 1/4/(1 — 22) et en déduire celui d’arcsin & 1’ordre 8.
)
)
)
)

w W W

8) Déterminer les développements limités polynomiaux de tan et th en 0 a l'ordre 5.
39) Déterminer des développements généralisés limités & trois termes de cot x et coth x en 0.
40) Déterminer des développements généralisés limités a trois termes de v + 1 et In(xz + 1) en Uinfini.

V2%

41) Montrer que arccos(1 — z) = 2 arcsin 5 (z > 0) et en déduire un développement limité généralisé a trois termes de
arccos(1 — )
V2%

42) Donner des exemples de fonction dont la courbe admet :

a) une direction asymptotique (horizontale, oblique, verticale) mais pas d’asymptote (en précisant bien les définitions
correspondantes).

b) une branche infinie sans direction asymptotique.

43) Donner les propriétés de f et dessiner I’allure de sa courbe que 'on peut déduire des développements limiteés :

a) au voisinage de 0: f(z) =< +o0(2), f(z)=1—z—2%+0(z?), f(z) =1 - Vz —z+0() .

b) au voisinage de + 0o : f(z)=—-z—-1—-1+o0 (i) , f(x) = —x+ VT + o), f(z) =T —2+0(1).

arccos(l — z) en 0 et que z — admet des DLP & tout ordre en 0.



44) Montrer la formule d’interpolation linéaire : étant donnés a < xg < b trois réels fixés et f une fonction numérique de
o —a)(b—=x
( 0 )( O)f”(c) 7

classe C! sur [a, b], 2 fois dérivable sur ]a, b[, montrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que : f(xo) = g(xg) — 5

ou g est 'unique fonction affine prenant les mémes valeur que f en a et en b.

45) Montrer en utilisant 44) que si f est une fonction C? de dérivée croissante sur un intervalle I, alors , pour tout a < b
de I :

flta+ (1 —1¢)b) <tf(a)+ (1 —t)f(b) pour tout ¢t dans [0, 1].

V FONCTIONS NUMERIQUES : INTEGRATION

1) Donner un exemple de fonction continue par morceaux sur un segment [0, 1], qui n’est pas C! par morceaux ; donner
un exemple de fonction non continue par morceaux sur [0, 1].

2) Montrer qu'une fonction continue par morceaux sur un segment (CM) est bornée sur ce segment.

3) Pour une fonction bornée sur un segment, donner les définitions des intégrales inférieures et supérieures I~ (f) et I1(f)
et donner un exemple ou I~ (f) < IT(f).

3) bis : sachant que I~ (f) = I'(f) ss’il existe une suite (g,) de fonctions en escalier minorantes et une suite (h,,) de
fonctions en escalier majorantes telles que lim (I (h,,) — I (g,)) = 0, montrer que pour une fonction croissante I~ (f) = I (f)

4) bis (facultatif) : sachant que I~ (f) = I'7(f) ss’il existe une suite (g,,) de fonctions en escalier minorantes et une suite
(hn) de fonctions en escalier majorantes telles que lim (I (hy,) — I (g,)) = 0, montrer que pour une fonction continue I~ (f)
— T (f) .

4) Positivité et croissance de l'intégrale des fonctions continues par morceaux.

5) Montrer que si f est continue positive ou nulle sur [a,b] (a # b) et non nulle en au moins un point de [a,b] alors

f>0.
[a,0]

6) En déduire que si f est de signe constant et continue sur [a,b] (a # b) d’intégrale nulle, alors elle est nulle en tout
point de [a,b]; donner un contre-exemple dans les cas ot 'on supprime 1'une des deux hypothéses “de signe constant® et
“continue ; application a la croissance stricte de 'intégrale des fonctions continues sur un segment non réduit & un point.

b b
/ fg‘ < maxigp) | f] / lg| (d’ou l'inégalité triangulaire |/ fl1 < / |f| et
a la,b] a [a,b]

7) Inégalité de la moyenne (pondérée)

:/abf

8) Montrer que si f est CM sur I et zg € I la fonction F : z — / f(¢)dt est continue sur 1.

linégalité de la moyenne (simple) < [b—al supy, 4 [f])-

9) Avec les notations du 8), montrer que si lim f(z) = [, alors F (xo) =1
r—xo
10) En déduire que toute fonction continue sur un intervalle y posséde une primitive et montrer qu’elle posséde une unique
primitive prenant une valeur donnée en un point donné.
11) Montrer que si F' est une primitive d’une fonction continue sur [a, ], / f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(z)]
a

v(x)
12) Dérivée de / f(t)dt (préciser les hypotheses).

13) Montrer que si u et v sont C'* sur un intervalle I, / udv = uv— / vdu , en explicitant ces notations (calculer par exemple

b b
/ln(ac)clac7 /arctan(m)dx et /me’”dcc), puis que si u et v sont C! sur [a, b], / u(z)v' (x)dx = [u(x)v (m)]b —/ ' (z)v(x)dx .
14) Montrer que si u est C! sur I et f continue sur u(I), alors /f(u /f , en explicitant ces

notations (calculer par exemple /sin?’(az)da: et /\/1 — x2dx), puis que si u est C! sur [a,b] et f continue sur u([a,b]), alors

u(b
/ flu x)dx = f(x)dx (il a été admis que cette derniére relation est encore valable pour f CM).
u(a)
15) En déduire que si f est CM sur R,

- 8l f est paire, _af(x)da: = / f(z)dx et ’ f(x)dz = 2/af(x)da:

- si f est impaire, f / f(x)dx et f( )dz



- si f est T-périodique, f:+T f ne dépend pas de a.
b
16) Montrer, en intégrant par parties son reste / % fOHD (z)de | la formule de Taylor avec reste intégral.

17) Déduire de cette formule I'inégalité de Taylor-Lagrange.
k

18) Montrer que Vz € R e = lim Z% i

n—-4oo
n & J,‘Qk n . gj2k+1
19) Montrer que Ve € R cox(x) = > (=" oy sinte) = 1w 3 (1) gy
n k
20) Montrer que Vz € [0,1] In(l+z) = hr«? (71)k+1 %
k=1
dx
21) Dét dw
) Déterminer /smx o sha: e e
d
22) Déterminer / et / rar )
w2z +1 ?+ar+1
d
23) Determiner +b7w (@ > |b| > 0, poser t = tan %) ; en déduire la moyenne sur une période de la fonction
a+ bcosx
1
x _.
a+bcosx

24) Donner la définition des sommes de Riemann d’une fonction CM sur un segment et énoncer le théoréme correspondant
(pour tout € >0, il existe un « > 0 tel que pour toute subdivision de pas < « la différence entre l'intégrale et toute somme
de Riemann associée a la subdivision est majorée par € en valeur absolue).

n
25) 24) étant connu, donner, pour f CM sur [0, 1], un équivalent de > f (%) .
k=1
26) Donner la valeur de l'intégrale approchée par la méthode des trapézes sur un intervalle découpé en n intervalles de

_ 3
umax |f”] en déduire, une

mémes longueur et, admettant que si f est C2 sur [a, A], fﬁ f - L(f(oz) + f(B)] < o e

majoration de l'erreur.

VI EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) Montrer qu’on obtient la solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre en ajoutant a une
solution particuliere la solution générale de 1’équation homogéne associée.

2) Résoudre 'e. d. 1. du ler ordre homogene : a(x)y’ 4+ b(z)y = 0 (hypothéses sur a et b 7) sur un intervalle ou la
fonction a ne s’annule pas.

3) Présenter la méthode de variation de la constante.

4) Enoncer sans démonstration les résultats concernant les solutions de 1’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 (a, b, ¢
réels, a # 0)

5) Résoudre dans C*° (R, C) I’équation différentielle de 4) dans les cas ou ’équation caractéristique posseéde deux solutions
distinctes.

6) Résoudre dans C*(R,R) ’équation différentielle de 4) dans les cas ou I'équation caractéristique posséde une solution
double.

5) bis Enoncer sans démonstration Pexpression des solutions de ’équation y” = ky dans les divers cas, et montrer qu’on
peut toujours ramener 'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 (a, b, ¢ réels, a # 0) & ce cas particulier.

6) bis Connaissant les résultats de ’équation y” = ky, résoudre équation ay” + by’ + cy = 0 (a,b, ¢ réels, a # 0), en
posant y = e~ 3Ty,

7) Résoudre et discuter 'équation différentielle : " 4+ w2 o = cos(wt) (wo,w > 0) en utilisant les résultats du cours.

VII FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

1) Montrer que ||(z,y)| ., = max(|z|, |y|) définit une norme sur R?.

2) Montrer que ||(z,y)||; = |z| + |y| définit une norme sur R2.

3) Montrer que I'intersection de deux ouverts de R? est un ouvert, mais que I'intersection d’une infinité d’ouverts peut

ne pas étre ouverte.
2

4) Montrer que la fonction (z,y) — % posséde une limite nulle dans toutes les directions en (0,0) mais qu’elle ne
T Y
posséde pas de limite globale en (0,0).

5) Définition de la dérivée suivant un vecteur @ en un point (g, 7o) d’une fonction f de R? vers R (notée (Dgf) (20, o)

) ) vérifier (D)\uf) (‘TO; y()) ( uf) (xoayo) )
définition des deux dérivées partielles : (D1 f) (zo,y0) = %(i‘o,yo) et (D2f) (zo,y0) = %5(330, Yo) -



Interprétation de ces deux derniéres comme dérivées suivant i et j .

6) Définition des fonctions de classe C! sur un ouvert U (pour tout @ , (z,y) — (Dgzf) (x,y) est continue sur U) et énoncé
du théoréme fondamental : si les dérivées partielles sont continues sur U, f admet une dérivée suivant tout vecteur en tout
point de U et (D(dm,dy)f) (z,y) = %(x, y)dz+ g—i(x, y)dy . En déduire que f est de classe C* sur U et que @ — (Dgzf) (z,y)
est linéaire ; donner le nom de cette derniére.

7) Donner la définition d'un développement limité & 'ordre 1 en un point d’une fonction de R? vers R et donner (sans
démonstration) la forme de ce DL pour une fonction de classe C* sur un ouvert U.

8) Déterminer la dérivée d’une fonction g définie par g(z) = f(u(z),v(z)) .

9) En déduire les dérivées partielles d’une fonction g définie par g(z,y) = f(u(z,y), v(z,y)).

10) Montrer que si une fonction de classe C! sur un ouvert U présente un extremum en un point de U, sa différentielle
est nulle en ce point. Donner un exemple de point & différentielle nulle ne correspondant pas & un extremum. Donner un
exemple montrant que la propriété est fausse si I’'on ne suppose pas U ouvert.



