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| RAISONNEMENTS

1) Montrer que tout entier naturel2 possede au moins un diviseur premier, puis que
'ensemble des nombres premiers est infini.

2) Montrer que si un entigy est tel quep? est pair, alorp est pair ep? est multiple de 4 ;
montrer que,/ 2est irrationnel.

3) (analyse et synthése) Montrer que toute applicatioR dansR est de fagon unique la
somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire .

4) (analyse et synthese) Démontrer qu’étant domrasints pondeérééA;, ai), .., il existe

n n -

un unique poinG tel queZaiaA) -0 (a=>_ai+0).
= i=1

5) (Pratique de la disjonction des cas) : détermiiver J)iaxﬁ , Suivant les valeurs de
X—>+00
(a,B) € R? .
mxX+y=1
6) (Idem) Résoudre le systeme d’inconn{dgy) et de parametre : y
X+ my = m?

7) Présenter une récurrence double.
8) Présenter une récurrence forte.

I CALCULS ALGEBRIQUES

1) Définir les coefficient i > (a partir de la relation de Pascal) et montrer la formule du

binbme.

2) Connaissant la formule du bindbme, mon er’ |- " D ") - 2",
k n-k k\ k
n n
S, )=z -2
k pair K kimpair K
n/ k
3) Calculer)’ :
kp\ P

n n-1
4) Montrer, pour I k< n-1: < . > = %( > , et en déduire le calcul de

k-1
n
¢ |
5) A pazrtir de la relatior(1 + x)"(1 +x)" = (1+x)*", montrer que :
n n 2n
ko\ Kk n

6) Donner une méthode permettant de calclek? (sans récurrence).
k-1



7) Formule de Bernoulli de factorisation e&— b" ; en déduire que si"- 1 (n > 2) est
premier, alors est premier.

8) Formule de Bernoulli de factorisation d&+ b" pourn impair ; en déduire que si"2 1
(n > 1) est premier, alors est une puissance de 2.

9) Compléter » © a; =» > a —ZZ aij et factorlserZZ a x by.

I<igjgn i= = = i=1 j=1

[l ENSEMBLES
1) Définir en compréhensia® et D (comme parties dR), la courbe d’une fonction d&

versR. Donner la définition de l'inclusion et de I'égalité de deemxsembles. Donner également
des CNS de non inclusion et de non égalité.

2) Determlnerﬂ]—l l[,U [%,1— %} :
n>2
3) SachantA, B finis disjoints= |JAU B| = |A| + [B|) , déterminejA U B|, puis]AUB U C].
4) DéterminefP(E)| pour|E| = n.
5) Déterminer, poujg| = n, |EP|,|Ap(E)| et|Pp(E)| (p-listes,p-listes sans répétition,
p-parties)
6) Donner 5 caractérisations différentes des coefficibmsmiaux (sans preuve)

>llya ) équivalences donc autant d’exercices possibles a partiettie question de
cours !
n . i1z :
7) Montrer que< > nombres dg-parties d’'un ensembleraéléments est aussi le
Y

nombre den-uplets donp coordonnées sont égalea at lesn — p autres égalesia

n
. . . . n .
8) Démontrer par un raisonnement combinatoire Juie = 2", puis que
k=0
ocken \_ K 1ken \ K
k pair k impair

9) Montrer par un raisonnement combinatoire la relation aiscBlI :

n n-1 n-1
= + .
Y p-1 Y
10) Montrer par un raisonnement combinatoire la formule idéme.

IV RELATIONS

1) Dénombrer les relations de E vers F (ensembles finisjelatons réflexives, les relations
symeétriques de E dans E.

2) Donner trois exemples de relations transitives et tnoésrgles de relations non transitives
(avec justifications).

3) Montrer que la relation de divisibilité est une relatidardre partiel dans\.

4) Définir majorant, minorant, maximum, minimum, borne édeure, inférieure.

Montrer:<4 SURA) < m=maxA) .

etme A

5) Donner des exemples de partie a) non majorée, b) majonéébsane supérieure, c) avec

borne supérieure et sans maximum, d) avec maximum.



V APPLICATIONS

Soitf une application d& versF. Les lettresA désignent des parties @k les lettreB
désignent des parties die

1) Montrer A; < A; = (A1) < f(A2) etB; < B, = f1(By) < f1(By).

2) Montrer :f(A1 U Az) = f(A1) Uf(A2) ; f_l(Bl UBy) = f_l(Bl) U f_l(Bz);

3) Montrer ;| f(A1 N A2) < f(A1) N f(A2) | (montrer qu’on ne peut pas dire mieux que
Iinclusion) ; f1(B; N By) = f1(B1) N f1(B>).

4) Montrer :| f(A) o f(A) Nf(E) | (montrer qu'on ne peut pas dire mieux que l'inclusion) ;
f-1(B) = f1(B)
5)Montrer :| f1(f(A)) > A| (montrer gu’on ne peut pas dire mieux{f1(B)) = BN f(E).

6)Montrer :gof(A) = g(f(A)), oug est une application d& vers un ensembl& ;
(gof) (C) = f1(g"1(C)) ouC c G.

7)l = injective, S= surjective. Donner un exemple d’application de E danSES 1S, TS
(avec preuves).

8) Soitf une application de E vers F. Montrer que s’il existe une apgilbng de F vers E
telle queg o f = ide alorsf est injective, et que s'il existe une applicatigde F vers E telle que
fo g = ide alorsf est surjective. En déduire une CNS de bijectivitéd.de

9) Pour E fini,f application de E vers F, caractériser I'injectivité puislajectivité de par
une condition portant syf(E) | (sans démonstration).

En déduire pouf deE versF, E etF finis de méme cardinal :

f est injective ssf est surjective, sdiest bijective.

10) Dénombrer les applications, les fonctions, les apfiioa injectives dé versF
(ensembles finis).

11) Etudier la surjectivité et I'injectivité des applicaris suivantes (dans le cas de bijectivité,
on donnera la fonction réciproque) :

PE = PE) oU A est une partie stricte donnée de E..
X — XNA

P(E) - P(A) x P(B)
X—= (XNAXNB)

réunion est égale &
12) facultatif : Montrer que R, Z, N x N etQ_(doncQ) sont dénombrables.

13) facultatif : Montrer que les intervalles ouvertsiR®nt la puissance du continu.

VI STRUCTURES ALGEBRIQUES

1) Montrer l'unicité de I'élément neutre, s’il existe ; sjila un élément neutre et si
I'opération est associative, montrer l'unicité du synggig d’'un élément, s’il existe.

2) Montrer que sk est associative et possede un €lément nexigey symétrisables> x x y
symétrisable (étre symétrisable signifiant : possédeyorégique).

En déduire que I'ensemble des éléments symétrisables fanrgeoupe.

3) Déterminer le groupe des éléments symétrisableZ de)(de [, x), de EF, o).

4) Montrer que si 'opération est associative, un élémeahgayn symétrique est
simplifiable, mais que la réciproque est fausse. Donnexemgle de matrice non nulle qui n’est
cependant pas simplifiable.

5) Donner un exemple de groupe commutatif et un exemple dgpgroon commutatif, avec,
pour chacun, un exemple de sous-groupe non trivial (en fappéien sur, les définitions).

6) Donner un exemple de group@& &léments (avec preuve !).

7) Montrer que I'ensemble des isométries du plan laissaatriante une partie du plan est un
sous-groupe du groupe des isométriegtfanslations, rotations, réflexiopsdu plan (idem pour
les déplacements).

OU A et B sont des parties données disjointedsd#ont la




8) Donner sans démonstration le groupe des isométries thngge, et le groupe des
déplacements du carré, ainsi que leurs tables.

9) Montrer qu’il existe deux groupes a quatre éléments qiomt pas isomorphes.

10) Montrer que dans un anneau A,

a.0a = Oa.a = 0a et quea(-b) = (—a)b = —(ab) .

11) Montrer que I'annea,(R) n’est ni commutatif, ni integre. Donner des exemples ou les
formules du binbme et de Bernoulli (a I'ordre 2) sont misesléfaut.

VIl ARITHMETIQUE

1) Montrer que pour tout entidr> 2 et tout entiela > 1, il existe un upique entieret une
unique suite finigrk) ocken d’entiers entre 0 b — 1 (rn # 0) telle quea = > r¢bX.

k=0

2) Montrer que I'entien ci-dessus est égal[fog,(a)].

3) Montrer qu’'un nombre > 2 est premier si et seulement s’il ne possede pas de diviseur
premier compris entre 2 efn.

4) 3) étant connu, donner la méthode d’Eratosthene :

a) Pour déterminer si un naturel donné est premier.
b) Pour écrire la liste des nombres premiers inférieurs aatuwrel donné.

5) Compléter les CNS suivantes, portant sur les exposansdiEzomposition en produit de
facteurs premiers des entiers naturels non aidsc, d, m, et justifier 'une d’entre elles (notation
‘a= H per@):

peP
a)a=bo VpelP...
b) adiviseb < Vp € P...
c)c=ab o Vpe PapC) =...
d)d =pgcd(a,b) & Vpe P ap(d) =...
e)m=ppcm(a,b) & Vpe P ap(m) =...
fyaestuncarrés Vp e P...

6) Connaissant 5), montrer pgedb) xppcm(a,b) = ab.

7) Connaissant 5), montrer que la racine carrée de toutelaurn’est pas un carré est
irrationnelle.

VIIl GEOMETRIE
1) Expliquer la méthode du pivot de Gauss, les notions deésysechelonné, d'inconnues
principales et secondaires, de rang, d’'indéterminatiate etompatibilité, & partir du systéeme :
X+y+mz=1
X+My+z=m
MX+Y+2Z=m?
2) Enoncé et démonstration de I'associativité du calcwdmrtrique.
3) Définir la représentation cartésienne paramétriquaeltroite du plan et, sur un exemple,
en déduire une représentation cartésienne du tgpe by = c.
4) Définir la représentation cartésienne paramétriqua glan de I'espace et, sur un
exemple, en déduire une représentation cartésienne dudypeby + cz = d.
5) Définir la représentation cartésienne paramétriqueelroite de I'espace et, sur un
exemple, en déduire un systeme d’équation cartésiennes.
6) Donner la définition en cosinus du produit scalaire et@auire la définition par
projection.
7) Montrer la bilinéarité du produit scalaire et en déduoe expression dans une base
orthonormée.
8) Distance d’'un point a un plan et distance entre deux plaralples.
9) Donner la définition en sinus du déterminant dans le ptamealéduire la définition par



l'aire.

10) Montrer la bilinéarité du déterminant et en déduire s@ression dans une base
orthonormée directe.

11) Donner la définition en sinus du produit vectoriel ddaspace et I'interprétation
géomeétrique de sa norme.

12) Etablir 'expression du produit vectoriel dans une batleonormée directe et donner la
formule du double produit vectoriel.

13) Distance d’un point & une droite.

14) Equations cartésiennes d’un cercle dans le plan, dpinére dans I'espace.

15) SoitF(c,0), K( O) H projeté deM sur la droitex = aC2 ; montrer que

2 2

M_E:%(:e) §+ ay02 =1

16) SoﬂF( & 0) H projeté deM sur la droitex = — g ; montrer que

‘z
<

Vg - L1 y? = 2px. Tracer la courbe.

17) SoitM un point de I'ellipse de foyerg etF' de demi-grand axe, définie par foyer et
directrice ; montrer qudF + MF' = 2a.

IXNOMBRES COMPLEXES

1) Démontrer les propriétég+ z =...,zZ =...,|ZZ| =..., et donner une application de cette
derniére formule.

2) Montrer quez+ Z'| < ||+ |Z] -

3) Déduire de 2) |z| - |[Z| < |z+ Z| puis|i| - [Z]| < |z+ Z|.

4) Enoncer les 9 propriétés qui font qu@ (+ , . ) est un corps commutatif. Démontrer la
derniére (inversibilité).

5) Montrer que dan€, il ne peut y avoir de relation d’ordre total compatible al/addition
et la multiplication, prolongeant la relation de

6) Donner une méthode permettant de déterminer sous fogébrajue les deux racines
carrées d’'un complexe.

7) Mettre sous forme canoniqae? + bz + ¢ (a# 0) ; en déduire la factorisation complexe de
az’ + bz + c et les solutions complexes d&* + bz+ ¢ = 0.

8) Formules de Moivre et d’Euler ; leur utilité.

9) Démontrer que pour tout entier natundl existe un polyndm@&, tel que
VO € R cosnfd = Th(cod) ; écrireTk(X) pour 1< k < 4.

10) Démontrer que pour tout entier natunet 1, il existe un polynéméJ,,_; tel que
VO € R sinnf = sinf.Up1(cosv) ; écrireUx(X)pour 1< k < 3.

11) Factorisation de'@ + e’ et eia e’ ; interpréter géométriqguement.

12) Calcul deZ cogko + o) etZsm(k@ + @) al'aide des complexes.
k=0
13) Montrer vZ e C 3(p,0) € R? z= pe et résoudre® = p'el?’.

14) Montrer que sh = pq, les racines-iemes deZ sont les racinep-iemes des racines
g-iemes deZ, et que sizp est une racine-ieme particuliére d& = 0, on obtient les autres en
multipliantzo par les racines-iemes de 1.

15) Montrer que tout nombre complexe non nul possede exactanacinesn-iemes.

16) Déterminer une valeur approchée d’une racine huitieer(e 8+ 4i)/5 a I'aide d’'une
machine a calculer ; faire une figure avec les huit racinésames.

17) Déterminer les racines cubiques de 21i, avec I'aide d’'une machine a calculer.

18) Facultatif : la réponse a 17) étant connue, résoudraedion de Bombellz® = 152+ 4 a
I'aide de la méthode de Cardan.

19) Facultatif : résoudre I'équatiai + 3z— 2 = 0.



X POLYNOMES

1) Montrer que le produit de deux polynémes (formels) estalgmdme et que si les deux
polyndmes sont non nuls, le produit est non nul.

2) Montrer I'associativité de la multiplication des polynés (formels).

3) Enoncer et justifier les propriétés de la valuation et elgrd d’'une somme, d’un produit
de polynémes.

4)On posely = 1, T1 = XetTpa = 2XTh — Tpeg pourn > 1;

montrer quevn € N VO € R Tp(cosd) = cogno) .

5) Montrer queT, est de degré et que son coefficient dominant est, pouz 1, 2™1.

6) Montrer que la relation de divisibilité est une relatidardre sur 'ensemble des
polyndmes unitaires (sur un corps).

7) Montrer 'unicité du couple (quotient, reste) de la dieiseuclidienne dans K[X].

8) Détermination des racines d’un polynédme du deuxiemeé&egns K[X].

9) Montrer quexp est racine d® < (X-—Xo) | P. En déduire qu’un polynédme non nul a un
nombreq de racines distinctes inférieur ou égal & son degré.

10) Montrer que si deux polyndbmes sont égaux en une infi@tgaints deX, ils sont égaux,
et donc égaux en tout point e Montrer par exemple que §i0 € R P(cosf) = cosnd , alors
P est égal an-ieme polynbme de Tchebychdy.

11) Montrer que I'application qui a tout polyndme KgX] fait correspondre la fonction
polynomiale associée est une bijectionk]X] surK[x] si K est infini.

12) Définir la notion de racine multiple et montrer que toatymémeP s’écrit de fagon
uniqlée sous la forme

H(X - Xi)*Q (Q sans racine daris, lesx; distincts), et que

i=1
q

q < r=>Ya < n=deg(P).
i1

Donner un exemple avep= 2,r = 3,n = 7.
13) Formule de Taylor (en O et e@ ) pour les polynémes. .
14) Montrer quexo est racine d’ordr&deP = Vi € [0,k—1] P®(xo) = 0, etP®(xo) = 0

15) Réciproque de 14).

16) Montrer que., = D"((X? - 1)") posséda racines réelles distinctes comprises entre -1
et 1, et qu'il est donc scindé s

18) Montrer gu’un polynéme irréductible n’a pas de racine tp réciproque est fausse, mais
gu’elle est vraie si on se limite aux polyndbmes de degré 2 ou 3.

19) Définir le conjugué d® e C[X] ; montrerP(z) = P(Z) et que

Zo est racine d'ordr& deP < 75 est racine d'ordré& de P ;

conséquence quamie R[X] .

20) Enoncer le théoréme de d’Alembert-Gauss ; en déduiréoymigolyndme deC[X] est
scindé et la détermination des polynémes irréductibleS[d@.

21) Ecrire la forme générale de la décompositioriPde R[X] en produit de facteurs
irréductibles, et la déterminer poBr= X" - 1,n = 2p.

22) ldem, mais = 2p + 1.

23) Relations entre les coefficients et les racines d’'ugrgivhe scindé.

24) Sio1,02,03 sont les trois fonctions symétriques élémentaires, tec, calculer
a® + b® + c® en fonction der1,02,03 , a l'aide du polyndme® — 61X2 + 62X - 03 .

(facultatif : calculer aussa* + b* + ¢#)

XI ALGEBRE LINEAIRE



A =0k
ouX = 6E
3) Montrer que dang, A(-X) = (-1)X = —(AX) , en déduirel(X —y) = IX - Ay et
(A—p)X = AX— uX.
4) Montrer queK' = {(x;)
K-espace vectoriel.

2) Montrer que dans uk-espace vectoridt, VX € E VA e K X = Oc &

IVi € I % € K} muni d’opérations que I'on définira est un

iel
| - K

X — f(X)

K-espace vectoriel (par rapport au 4), seules les notatiwarsgent).

6) Montrer que sk etE, sont deuxK-espaces vectorielg; x E> , muni d’'opérations que
I'on définira, est urk-espace vectoriel.

7) Montrer que les seuls sous-espaces vectoriels-dspace vectoridd sont{0} etK.

8) Donner une représentation paramétrique du sous-enselakift défini par

X+y-z+t=0

5) Montrer queK' = < f : muni d’opérations que I'on définira est un

et montrer que c’en est un sous-espace vectoriel.

X—y—-z-t=0

9) Donner trois exemples de sous-ensembles non trivialdgui en sont des sous-espaces
vectoriels et deux exemples qui n’en sont pas.

10) Donner trois exemples de sous-ensembles non trivialkédgui en sont des
sous-espaces vectoriels et deux exemples qui n’en sont pas.

10 bis) Donner un exemple de sous-espace vectoriBfdgui n’en est pas un sous-anneau.

11) Montrer que la droite engendrée gar+ 0 € E, {AX1/A € K} , notéeKX; ou vect X1) ,
est un sous-espace vectorielkle

12) Montrer que l'intersection d’une famille de sous-egsagectoriels est un sous-espace
vectoriel, et que la somme d’'une famille finie de sous-espaectoriels également. En déduire
gue I'ensemble des combinaisons linéaires d’'une famitlie file vecteurs est un sous-espace
vectoriel (notévect(X1, Xz, . . ., Xp)).

13) Montrer que I'ensemble des solutions d’un systéme iiedeomogene @ inconnues
dansK est un sous-espace vectorielkfe.

14) Donner deux CNS pour qu’une famille finie soit liée (etntrer leur équivalence) et les
CNS correspondantes pour les familles libres.

15) Montrer de trois fagons différentes que la famifig f1,f2) oufu(x) = €, est libre.

16) Donner une équation cartésienne du sous-ensemixé di&fini paramétriguement par

JAueK

X=A1- )
H et montrer que c’en est un sous-espace vectoriel.

y=21+u

Z=A+pu

17) Donner la définition d'une base (finie) et démontreqli&alence avec I'existence et
I'unicité de la décomposition d’'un vecteur quelconque.

18) Donner des bases 88, M(K), Kn[X] (avec preuves).

19) Montrer gu’une base est une famille génératrice miremal

20) Réciproque de 19).

21) Montrer qu'une base est une famille libre maximale.

22) Réciproque de 21).

23) Lemme glouton (ou "d’échange”): montrer queCsest une famille libre eg une famille
génératrice, pour tout vectedrde £\ G, il existe un vecteuy deG \ £ tel que si I'on remplace
Y parX dansg, la famille G; obtenue est encore génératrice.

23 bis) En déduire que le nombre d’éléments d’'une familliesldst toujours inférieur ou égal
au nombre d’éléments d’une famille génératrice et que dagedont toujours le méme nombre



d’éléments.

24) Montrer qu’un espace vectoriel est de dimension fine fiosséde une base finie), ssi le
nombre d’éléments de ses familles libres est majoré et gue waespace de dimension finie
toute famille libre peut étre complétée en une base.

25) Montrer quek[X] etK" sont de dimension infinie.

26) Montrer qu’un espace vectoriel est de dimension fine filosséde une base finie), ssi il
posséde au moins une famille génératrice finie et que darspace de dimension finie, de toute
famille génératrice, on peut extraire une base.

27) Montrer, en utilisant 23 bis), que dans un espace vet@yant une baseraéléments,
les familles libres (resp. génératrices) ont au plus (r@gpnoins) éléments, et que si une
famille possédan éléments est libre (resp. génératrice) alors c’est une base

28) Montrer qu'un sous espace vectoriel d'un esfade dimensiom est de dimension finie
inférieure ou égale B, et que si sa dimension est €gale, @ est égal &E.

29) Donner la définition du rangd’une famille dep vecteurs d’un espace vectoriel de
dimensiomn et montrer que < min(n,p).

30) Suite de 29) : caractériser les cas petr = n.

31) Donner la définition d’'une famille finie échelonnée dame base, et montrer qu'une
famille échelonnée est libre ; application aux familles dg/pdmes de degrés ou de valuations
distincts.

32) Indiquer (et montrer la validité) des opérations élétaieas permettant de transformer
une famille finie quelconque en une famille échelonnée dmenéng.

33) Déterminer la dimension dex F en fonction de celles de etF.

34)MontrerqUEE =F @ G & VZe E IIXY) e FxG Z=X+VY.

35) Montrer que la "réunion” d’une famille génératrice d’'swus-espace vectoriel F et d’'une
famille génératrice d’'un sous espasalonne une famille génératrice &etr G et que si la
somme dé- et G est directe, la "réunion” d'une famille libre deet d’'une famille libre des
donne une famille libre dE + G.

36) Déduire de 5) que la "réunion” d’'une baseRlet d’une base d& donne une base de
F + G ssila somme d€ et G est directe et que donc diile & G) = dim(F) + dim(G).

37) Montrer que tout sous-espace d’un espace de dimensierpfissede un supplémentaire.

38) Montrer la relation de GRASSMANN.

39) En déduire que l'intersection de deux plans vectorisitts en dimension 3 est une
droite vectorielle.

40) Montrer qu’en dimension finies = F & G ssi 2 parmi les trois propriétés suivantes sont
réalisées : .

1L.E=F+G;2.FG= {o} : 3. dim(F) + dim(G) = dim(E).

41) Donner 6 exemples d’applications linéaires dont troiamalyse.

42) Montrer qu’en dimension 1 les seules applications Inedsont les homothéties.

43) Donner la définition d’une projection et montrer quest’ene application linéaire.

44) Montrer queL(E, F)est un sous-espace vectorielffe

45) Donner la définition des affinités vectorielles et mrengu’elles recouvrent les
projections, les symétries et les homothéties.

46) Montrer qugL(E), +,0) est un anneau (unitaire).

47) Montrer que si ditE) > 2, L(E) n’est ni commutatif ni integre.

48) Montrer que le noyaugl’une application linéaire est wssespace vectoriel de 'espace
de départ, et qu'’il est réduit@0 } ssi I'application est injective.

49) Interpréter les ensembles suivants comme noyaux déapioins linéaires :

- 'ensemble des solutions d’'un systeme linéaire homogemeadjuations g inconnues.

- Kn[X].

-Eap = {(un) € KN/¥Vn € N Up2 = aUni1 + bup}.

50) Montrer qu’une application linéaire est injective dshage d’'une base de I'espace de
départ est une famille libre de I'espace d’arrivée.



51) Montrer qu’une application linéaire est surjectivel'ssiage d’'une base de I'espace de
départ est une famille génératrice de I'espace d’arrivée. €dnclure de 50) et 51) ?

52) Montrer que la réciproque d’'un isomorphisme d’espaeesoviel est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.

53) Montrer que deux espaces vectoriels de dimensionsfauiet isomorphes sss’ils ont la
méme dimension.

o . G - Im(f) L g
54) Montrer le théoréme de la restrictiofy 0 est bijective). En déduire que
X
tout supplémentaire du noyau d’une application linéaitésesnorphe a I'image de cette
application.

56) Enoncer et démontrer le théoréme du rang (connaisstrédeeme de la restriction 54)).
En déduire que I'image par une application linéaire d’urssespace de I'espace de départ, a une
dimension inférieure ou égale a celle de ce sous-espace.

57) Connaissant le théoréme du rang, montre(f) rg min(dim(E), dim(F)), et caractériser
les cas d’égalité : rd) = dim(E) et rg(f) = dim(F) .

58) Montrer qu’une application linéaire entre deux espaeesoriels de méme dimension
finie est injective ssi elle est surjective. Donner un exienmpontrant que ceci est faux en
dimension infinie.

59) En application de 58), montrer qu'étant don(@$,_;_, et(yi) ., € K", lesx; étant
distincts, il existe un unigue polyndnfede degré n vérifiantP(x;) = yi Vi € [1,n] .

60) SoitB = (&) 1<i<n Une base dE, et F = (Vi) 1<i<n Une famille d’éléments de F. Montrer
qu’il existe une unique application linéaifee E versF vérifiantf(é) =y; Vi € [1,n].

61) Montrer que sB et C sont des bases respectives de E et F, I'applicatidn(Bg-) vers
Mpn(K) : f » matsc(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels (60) est connu).

62) siBB, C et D sont des bases respectivedjé&, etG, de dimensionsg,p,q, f € L(E,F),
ge L(F,G),A= mat%;,c)(f) ,B=matcp(9) ,C = matpp(gef) (C = BApar définition),

montrer queC(i,j) = >_B(i,k)Akj).
k=1

63) Montrer I'associativité du produit des matrices saiisat celle de la composition des
applications linéaires.

64) Idem pour la distributivité.

65) Montrer :y = f(X) & Y = AX en explicitant les notations.

Mp,l(K) - Mn,l(K)
X - AX

I'application linéaire qui a pour matrick dans les bases canoniques, montrerfggie- fa o fg et
en déduire que 9\, B € Mp(K) :

(VX € Mpa(K) AX = BX) = A=B.

67) Montrer que sA = [C;,Cy,..,Cp] € Mnp(K),

X1

66) Montrer que sA € My,(K) , I'application linéairefa: { est

€ ker(fa) © x1C1 +Xx2Cz +...+%,Cp = O.

Xp
68) Montrer queA € M, (K) est inversible si et seulement si le systefi¥e= Y, d'inconnue

X € Mn1(K) et de parametr¥ € M, 1(K) possede une solution unique, quel que ¥oit
Comment obtient-on alors l'inverse ée?

cd
70) Montrer que(AB) =! B'A; en déduire que # € GLy(K), ‘Ae GLn(K) et

. o ab . : . . :
69) Déterminer a quelle CN% :| est inversible et déterminer son inverse.



(‘A =t (AT

71) Montrer queM(K) = S,(K) & An(K) et déterminer leurs dimensions.

72) Définir la matrice de passaffe= P 5 de la basé3 a la base3', I'interpréter comme une
matrice deide ; en déduire qu'elle est inversible, QUBz s = Py x Py g, et queP™ =Py 5.

73) Montrer la relatiorX = PX' en explicitant les notations.

74) Montrer la relatiorA’ = QAP ou :

A = matgc (f),A" = maty o (f) , P = matz(B') ,Q = mat(C') .

75) Montrer, pouA etB € M (K) , tr(AB) = tr(BA) ; en déduire que deux matrices d’'un
méme endomorphisme ont méme trace.

76) Montrer que la relation d’équivalence des matriceMggK) est bien une relation
d’équivalence.

77) Montrer que toute application linéaire de rargntre espaces de dimensions finie

I, O
0

78) En déduire que deux matrices de méme format qui ont le mé&ngesont équivalentes.

79) En déduire que toute matrice a méme rang que sa transposée

80) Montrer qu’un endomorphisme tel que I'image de tout@ecest colinéaire a ce vecteur
est une homothétie vectorielle.

81) En déduire qu'un endomorphisme qui commute avec tousrandphisme est une
homothétie (utiliser une projection de base \(&9). Traduction matricielle de cette propriété ?

82) Montrer quep € L(E) est une projection sgf = p ; donner une double expression de la
base et de la direction ge

83) Montrer ques € L(E) est une symétrie ssf = ide ; donner une double expression de la
base et de la direction de

84) Montrer que toute forme linéaire non nulle &est surjective et que son noyau est un
hyperplan déE ; donner I'expression générale d’'une forme linéaire damshase en dimension
finie.

85) Définir la matrice et le rang d’'un systéme linéaire, etitner que I'ensemble des
solutions, s’il n’est pas vide, est un translaté du noyawadwedtrice, de dimension : (nbre
d’'inconnues)- rang.

86) Soitf,g € L(E) ; montrer querg(g o f) < min(rg(f),rg(g)) ; en déduire qu’en dimension
finie, g o f bijective= f et g bijectives . Traduction matricielle ?

87) Montrer que si trois vecteur§y, Z d’'un espace vectoriel de dimension 3 ont pour
coordonnéesxi, X2, X3), (Y1,Y2,23), (21,22, 23) dans une basgs, €s,€z) , pour toute forme

trilinéaire antisymétriquésur E :
f(X,¥,2) = ki(81,82,83) avec

possede une matrice du typd .=

X1 Y1 41
def
K=| X2 Yo 22 | = X1Y2Zs + X2Y3Z1 + XaY1Z2 — X1Y3Z2 — XaY2Z1 — X2Y1Z3. = @ %e%>(?,7,?)
1,€2,€3
X3 Y3 Z3

88) 87) étant connu ainsi que la trilinéarité et I'antisyrieétle deg , montrer que’X,y,?Z)
est libre ssi det(X,y,7) + O.

89) Montrer que dei(f(B)) ne dépend que de I'endomorphisine

90) montrer que ddto g = detfdetg = detg - f et en déduire, pourinversible

det(f-1) = d—éﬁ.

91) Démontrer que detf(X),f(¥),f(Z)) = detf x detz(X,V, 7).

92) Montrer que d€B) reste inchangé si on ajoute a une ligne (resp. colonng) e
combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).

93) Enoncer et démontrer les formules de Cramer, pour ugrsgst’ordre 3.



94) Définir la relation “avoir la méme orientation que” pares bases d’'un espace vectoriel
réel de dimension = 2 ou 3 et montrer que c’est une relation d’équivalence ayeadtement
deux classes d’équivalence.

95) Montrer qu’un automorphisme d’'iespace de dimension finie (théoriquement : 3...)
est direct (resp. indirect) ss’il transforme une base deraméune base de méme orientation (resp.
d’orientation contraire)) , ss’il conserve (resp. inveigarientation de toutes les bases.

96) Etudier le caractére direct ou indirect des homothgties symétries.

XIIESPACES EUCLIDIENS

1) Donner la définition du produit scalaire usuel d&$~ Mn1(R)) et

M,p(R) , montrer que c’est bien un produit scalaire et montrer qus ik ,(R) , il peut
s’écrire(A | B) = tr(*AB) .

2) Donner la définition du produit scalaire usuels d&d, b],R) (a < b) ; montrer que
c’est bien un produit scalaire, ainsi que I'applicatiqi®: | Q) = jz P(x)Q(x)dx , dansR[X].

3) Montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que le cégalité dans l'inégalité.

4) Définir la norme associée a un produit scalaire et momgerc’est une norme.

5) Exprimer de 2 facons différentes le produit scalaire &ipde la norme ; montrer la
relation d’Al Kashi.

6) Calculer||X + V||% + ||X - V||% et en déduire I'égalité du parallélogramme, ainsi que la
formule de la médiane.

7) Définir I'orthogonal d’un vecteur, d’'une patrtie (
Xt = {7 eE/VXeX Y1 ?} = ﬂ? ), montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de

XeX

E.

8) Définir I'orthogonalité (forte) de deux parties de E :

(XLYe (VRY) e XxY X1Y) & XY & Yc XH)etmontrer que :

Vect((x))) LYo Vi,VyeY X 1Y

9) Montrer qu’une somme de sous-espaces deux a deux ori@agest toujours directe.

10) Montrer gu’une famille orthogonale (en incluant dandéénition la non nullité des
vecteurs) est toujours libre.

11) Procédé de Schmidt : montrer quéSst (e)1<i<n €St une base d’'un espace euclidignl
existe une base orthogondle= (_f)i)KKn telle quevk € [1,n] Vect(&)1<icp = Vect(?i)KKp :

12) Facultatif : Montrer que 95 = (&) 1<i<n €St une base d’'un espace euclidienl gxiste
une urlique base orthonorm®e= (gi)1«i«n telle quevk € [1,n] Vect(&)i«i« = Vect(f;) 1« et
(&1 f) > 0.

13) Déduire de 11) le théoreme de la base orthonormée inébenpl

14) Déduire de 12) le fait que dans un espace euclidienhbgidnal d’'un sous-espace est un
supplémentaire de ce sous-espace.

15) Montrer que sk et G sont deux sous-espaces supplémentaires et orthogonaux d’u
espace euclidiens alo& = F* etF = G* (donc(F*)* = F) .

16) Donner la définition d’une projection orthogonale etnétrer la caractérisation :

pel(E), pPP=p, VXYeE X | p®)) = P& | ).

17) Donner I'expression d’'une projection orthogonale,massant une base orthonormée de
son image.

Donner par exemple I'expression de la projection orthotgoda base une droite
D = Vect(ﬁ’) et en déduire I'expression de la projection orthogonaleade® .

19) Donner la définition d’'une symétrie orthogonale et datrer la caractérisation :

seL(B), =idg, XYyeE X|sy)=6X |
20) Donner la définition d’'une symeétrie orthogonale et détrer la caractérisation :

se L(B), s =idg, X E [s®)| = [IXI.



21) Montrer qu’étant donnés deux vecteurs distincts et daen@orme d’'un espace
euclidien, il existe une unique réflexion échangeant cex decteurs.

22) Donner la définition d’'un endomorphisme orthogonahdaspace euclidien et montrer
gue c’est un automorphisme.

23) Montrer qu’un automorphisme orthogonal conserve |elpitcscalaire.

24) Facultatif : montrer qu’une application conservantrieduit scalaire est linéaire.

25) Montrer queD(E) est un sous-groupe d&l_(E).

26) Montrer qu’'un endomorphisme de matriseans une base orthonormée est orthogonal
ssiA est inversible d’inverséA .

27) Donner et démontrer l'interprétation sur les lignesestdolonnes de la matridedes
relations'AA = |, etA'A = I,,.

30) Montrer que les automorphismes orthogonaux ont unmétant égal &1, définir
O(E) = O (E) et montrer que c’est un ss-grouped¢E).

cosf —sinf
31) Montrer queSO2(R) = O3(R) est I'ensemble des matric&® = _ .
sinf cos

32) En déduire qu80O(P) (P plan euclidien) est commutatif. En déduire qu’une rotateir
(i. e. éléement dSO(P)) a méme matrice dans toute base orthonormée dired®e définir (la
mesure de) son angle, sil'on orierRe

33) Montrer qu’étant donnés deux vectetstV normés d’un plan euclidien, il existe une
unigue rotation envoyantsurv.

34) Définir la mesure (modulod de I'angle orienté de deux vecteurs, la mesure (modylo
de I'angle de deux droites du plan euclidien orienté.

35) Montrer que le déterminant d’une famille deecteurs (sous-entendu : dans une base
orthonormée directe) d’un espace orienté de dimensiondépend pas de la base orthonormée
directe. Montrer en dimension 2 : d8tV) = ||U]| [|V] sin® ou 0 est une mesure de I'angle orienté

v .

36) Montrer queD;(R) est I'ensemble des matric&s, = |: C982p sin2 :| ; définir
sinZp —cosap
géométriqguement I'applicatios), de matriceS,, dans une base orthonormée directe.
37) Montrer que toute rotation du plan orienté, d’angle@st la composée de deux réflexions
dont les axes forment un angle @2, I'une d’entre elles pouvant étre choisie arbitrairetnen
38) Montrer que I'angl® d’une rotationr du plan orienté est défini par :

cosh = (Ulr(U))
sind = deft(t,r(U))
39) Montrer que pour toute forme linéaipesur un espace euclidien E, il existe un unique
vecteumtel quevX € E o(X) = (1 | X) . Qu'en déduit-on pour I'application :
E-LER) ,

46) Montrer que sk est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien stablenp
automorphisme orthogonglalorsfe € O(F),f(F) = F, f(F*) = F*, etleL e O(F%).

47) Montrer qud € O(E), Inv(f) = ker(f —idg) etInv(f) = ker(f + ide) sont stables pér
et orthogonaux.

48) facultatif : montrer que $ = (Inv(f) & Inv_(f))*, la dimension dé& est paire.

49) Déterminer les éléments @EE3) dont 'ensemble des vecteurs invariants est de
dimension 3 ou 2.

50) Caractériser les éléments@€=;3) dont 'ensemble des vecteurs invariants est de
dimension 1.

51) Déterminer la forme générale des éleménisO(E3) n’ayant pas d’autre vecteur

oud est un vecteur unitaire.



invariant queﬁOen raisonnant sur la dimension lhe(f) .

52) Enoncer la classification des isométries vectorielesimension trois (en précisant le
caractere direct ou indirect).

53) Définir les éléments caractéristiques d’une rotatia@ppe deks. Indiquer comment
obtenir le cosinus de son angle a partir d’'une matrice quejge.

54) Montrer que sf est une rotation d&; d’axe orienté pan et d’angled, ett un vecteur
n‘appartenant pas a 'axe, le signe de&iest le méme que celui de @éfr(U),n) .

55) Montrer que si est une rotation dEs d’axe orienté pari (unitaire), eft un vecteur

cos) = (r(W)|T)
sing = det(d,r(d),R)

56) Montrer que sf est une rotation d’anglé de E; d’axe orienté pan (unitaire), efti un
vecteur orthogonal & I'axe, alof@l) = cosd G+ sind AAU.

57) Montrer que toute rotation d&; est la composée de deux réflexions dont les plans

passent par I'axe de la rotation, et la composée de deuxrnements dont les axes sont
orthogonaux a I'axe de la rotation.

unitaire orthogonal & I'axe, son anglest défini par :

X COURBES PLANES
1) Montrer que sfet g : R — E (espace vectoriel euclidien) sont dérivables,
. f
-1 +f - en déduire|[f|| = — 1.
Cg) 9 ” ” Il
X = cost
y=sin2
3) Définir la notion de point reguller de p0|nt singulieg doint stationnaire, de point

birégulier, et les vecteurs fondamentdﬁ’)(to) f@ (to) d’une courbe paramétrée (suffisamment
dérivable) en un point ; donner I'allure de la courbe au vzEge du point suivant la parité gest

g.

2) Réduire I'intervalle d’étude et étudier la courbe paruété:{

. o - X=X
4) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbarpatrée :{ quandt

y =y

X(to+U) = & + b+ cu+o(u)
tend verdo(fini) sil'on a: , , en indiquant les définitions
y(to+u) = & +b' +c'u+o(u)

correspondantes.
5) Définir les notions d’équation cartésienne et d’équapiolaire d’'un sous-ensemble du
x = f(t) coqat)
y = f(t) sin(at)
est une équation cartésienne (parametrique) d’'une co@herie équation polaire de (C) est :
p= f(%
6) Réduire I'intervalle d’étude des courbes d’équatiorapel: p = acoqw0) et
p = atan(wb) .
7) Définir la base polair€e,,&;) , et déterminer, pour une courpe= () , les
—

plan et expliqguer comment on passe de l'une a l'autre. Moquie sidt € R

coordonnées du vectel%% dans cette base. Que se passe-t-il quand la courbe pass&par O
8) Que se passe-t-il pour la courpe= f(0) , silim f(6) = +(ou—)w ? Que se passe-t-il si
alorsllm f(@)sin(@—0p) =1 € R? e
9) Etudler et tracer dans une méme figure les deux courbgsiat®ns polairesp = cosd



_ 1
etp = cosd

X = a(t — sint
10) Dans I'exemple de la cyclo'l'% ( ) < t < 2r) , montrer
ds

y = a(1 - cost)
i 2asin% ety = ”Z_t ; déterminer la longueur d’'une arche.

g 11) Dans I'exemple de la cardioigee= a(1 + cos) (-r < 6 < &), montrer
S

ds _ 0 _30—-71 . 4s .
0 - 2a(:052 ety > ; déterminer sa longueur.

12) Facultatif : en développant e%—'\s/' %ZS'\Z/' ),montrer que

‘_,/ 3

OM
ds _,

de det(o_l\/lﬂ,o_l\/l) )

(: Rc)



