
CONCOURS COMMUN TA 

Matliéillatiques 2 1/3 

213 

CONCOURS TA A EPREUVES COMMUNES 

ENS Cachan - ENSAIS 6 - ENSAIT - ENSIETA - ESEM - ESlM - SEP - ITECH 
CONCOURS COMMUN ENSAM - CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE 

MATHEMATIQUES 2 
L'usage des calculatrices est interdit pendant cette dprewe. 

Avertissement : Dans tout ce probkme, n et p sont des entiers naturels non nuls. La fonction cotangente est 

Les parties IV et V sont inddpendantes des parties 1, II et III, sauf pour la question IV.6). 
ddsignde par cot. 

PARTIE 1 

L Les formules de Newton. 

Soit P = P( X) = 

Soient zl , %, ... ,zn, ses racines complexes compth avec leur ordre de multiplicie. 

n 
akXk un polynbme A coefficients complexes de de& n. 

k=O 

n 
Onpose sp =Cg. 

k=l 

L1. A l'aide des P(z,) ,  1 5 i I n , dtablir les relations : 
a,$, +an-lSn-l+...+akSk+...+alSl +na0 = O  

Application : Pour n = 2, calculer S,, 4, S, en fonction de a =a2, b =al et c =%. 

On admettra que pour p I n ,  on a la relation dmilaire : 

a,,Sp +a,lSp-l+...+a~Sp,,+~+...+alSpn+l +OOSp-n = O  powp >n. 

L2. 

a s p  +an-lSP-1 +...+an-*k Sk +*..+Qn-p+ls1 +an, - p  =O. 

PARTIE II 

ka 
2n+l '  

n 

IL Calcul de ccotzp - 

A partir de (eu) 

k=I 

2n+l 
IL1. ddterminer un polynbme P tel que pour tout r k l  x tel que sin x # O, on ait : 

sin(2n+I)x 
sin2n+l X 

= P(cot2 x) . Ddterminer le de@ de P(X)ainsi que la valeur de son d c i e n t  

dominant, 
Montrer que P po&e n racines distinctes strictement positives. 
Écrire la dhmposition de P ( X )  en produit de Eacteurs irdductibles dans R EX]. 

IL2. 

1 

2n+l 

n 

klc ' 

k a  
2n+l 

IL3. onposesp = & c d p -  
k=l 

n( 2n - 1) 
Montrer que SI = et calculer Si. 

3 
IL4. En utilisant la relation admise dans la partie 1, Mlir la relation de pour p S n : 
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ILS. En Wuire (par rhrrenœ surp) que la suite 

vdrifie : 

est convergente, et que sa limite ap 

22p 22P-2 

( 2 p  + l)! * * 
ap =- 22 apI -51 24 aP-2 +... + (-1)p-- al +(-l)P+' 

3! ( 2 p  - l)! 
Calculer a I , % e t % .  

En remarquant que (cos2 0+sin2 e)" = 1, montrer que 5 = Z C ~  Sk +n ; en deduire l ava le~r  

de lim L. 

P 
IL6. 

k =1 
S* 

n++- n2P 

PARTIE m 
+a0 

1 ICI. Un premier calcul de 5(2p) = - 
n=I n 2P 

IIL1. Montrerquepourxc O, , cotxS-S- 1 1  etendeduireque 1 3 x smx 

IlI.2. Enddduirelavaleurde 5 ( 2 p ) =  lim ~n(2p)enfonctiondeap.calculer 5 ( 2 ) , [ ( 4 )  e t C ( 6 ) .  
n++- 

PARTIE IV 
IV. 

IV.1. 

Iv.2. 

Iv.3. 

1 -. Un d c u r i h e  calcul de (( 2p) = 
n=l n 'P 

Le del y vdrifiant O c c 1, soit f l'application de R dans R de PQiOde 2 a  M e  pour 
r +a, a] = (d. 
D&erminer en fonction de y les coefficients de Fourier de f , en tXaminant bien les 
cas ;justifier le fait que f soit dgale B la somme de sa Serie de Fourier et &rixe l'dgiilitd obtenue. 

On admettra dans cette question le rhltat suivant permettant d'inte- les signes : 

Soit (un,p)n21 une suite double de de& 2 O (en d'autres termes : ( n , p ) H  uRP dtfinit une 
P21 +- 

application de N' x N' vtrs R+) et supposons que la &rie C n, soit convergente pour tMlt 
n=l 

+- 
p 2 1, de somme S p ,  et que la &rie C S p  soit convergente de sommes; alors pour tout n 2 1 

".@/,, - 
p=l 
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IV.4. 

IV.5. 

IV.6. 

+- +O +O 

l a s e r i e x  

de somme S. On peut donc daire, sous les hypotkes prtkddentcs : 

estconvergente et,posant T,, =C u n l P  , l a s ~ r i e C  T, e s t c o m q p t e  

p=l p=l n=l 

Donner le ddveloppement en &rie enti&re au voisinage de O de la fonction : 
1 

1-- 
X H  2 

n22 
et montrer, B l'aide de IV.2.) et du r h l t a t  ci-dessus que, 

2 +O 

pourtout X E ] O , I t [ :  x c o t x = 1 - c  - ( ( 2 p ) x z p .  
p=l 2 p  

x x  Ond6finitlafonctionh sur]-21t ,24 parh(O)=leth(x)=-cot- pourx#O ; 
2 2  

montrer que h est de classe C.. sur 1-2 1c, 2 4. On pourra utiliser le fait que la fonction somme 

d'une &rie entitre est de classe C" . 
Les nombres de Bernoulli Bp sont ddfinis par 4 = h(0) et Bp = -h(2p)(0) pourp 2 1. 

Exprimer ( ( 2 p )  en fonction des nombres de Bernoulli. 

P 
D&uire de ILS.) la relation : c(-1) k - 1 qp+l 2k z Z k B k  = 2 p .  

k=l 

PARTm v 
V. 

v.l. 

v.2. 

Justification de l'interversion des signes c utiWe dans la partie IV. 

( UnvP)n>l ktant une suite double de rkls 2 O, on suppose que la &rie u ,,, est convergente 
n=l P21 

+- 
pour tout p 2 1, de somme S p ,  et l'on suppose que la &rie c S est convergente, de somme S. 

p=l 

+- 
Montrer que pour tout n 2 1 la &rie c u n. 

= c u n, R est convergente. 

est convergente, c'est A dire que la suite (v ) 
p=l 

P 
dkfinie par v 

k=l 

+- +O 

Posant T, = u n, , montrer que la &rie C T, est convergente de somme S. 
p=l n=l 


