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DEVOIR MAISON N°6

I) QCM sur les suites (sur 10).

T=toujours, J= jamais, P=parfois

	1) Soit 
[image: image1.wmf](

)

n

u

 une suite numérique telle que 
[image: image2.wmf]1

n

nu

"Î<

N

 ; alors
	T
	J
	P
	Points

	
[image: image3.wmf](

)

n

u

 est bornée
	
	
	
	0,5

	Si de plus 
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	Si de plus 
[image: image5.wmf](

)

n

u

 est minorée, alors elle est convergente
	
	
	
	0,5

	2) Soit 
[image: image6.wmf](

)

n

u

 une suite numérique telle que 
[image: image7.wmf]01

n

nu

"Î<<

N

 , et 
[image: image8.wmf]0

n

nk

k

vu

=

=

å

 ; alors
	
	
	
	

	
[image: image9.wmf][

]

lim0,1

n

u

Î


	
	
	
	0,5

	
[image: image10.wmf](

)

n

v

 est croissante
	
	
	
	0,25

	
[image: image11.wmf](

)

n

v

 est majorée
	
	
	
	0,5

	
[image: image12.wmf](

)

n

v

 est convergente ssi elle est majorée
	
	
	
	0,5

	Si de plus
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	3) Soit 
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	4) On considère une famille infinie de suites 
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 qui sont toutes convergentes ; alors
	
	
	
	

	pour tout entier 
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	la suite 
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	5) 
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6) Donner un exemple de suite géométrique vérifiant 
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 (sur 2).

II) Problèmes d'arrondis en calcul numérique (sur 15).

1) On définit la suite (un) par 
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 ; construire graphiquement la suite pour un 
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 proche de 0 ; calculer 
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 en fonction de n et . Quand 
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2) Montrer qu’il existe une unique suite (un) vérifiant 
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 qui soit géométrique et convergente vers 0 ;  vérifier que 
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3) Pour calculer les termes successifs de cette suite, on dispose donc de 2 méthodes possibles :

Soit : 
[image: image43.wmf]0

1

1

nn

u

uu

y

+

=

ì

í

=

î

,    soit  : 
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Donner un programme python permettant de calculer 
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 par la première méthode, et un autre par la deuxième méthode.

Avec la première méthode, python trouve 
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, et avec la deuxième méthode 
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4) En fait, le nombre , non décimal, ne peut être exprimé qu’avec une précision limitée. L’ordinateur travaille donc avec une valeur approchée 
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 (évidemment, si = 0, vn = un).

Calculer  
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 en fonction de n,  et , montrer que 
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 est la suite de Fibonacci, et expliquer les résultats paradoxaux de 3).

5) Ecrire un programme python donnant la première valeur de n telle que 
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III) Congruences d’un entier écrit dans une base (sur 21).

Soit  N un entier naturel s’écrivant 
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1) Montrer que
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2) Qu’en déduit-on pour un nombre s’écrivant 
[image: image58.wmf]abcabc

 en base 10 ?

3) Quel est le reste dans la division par 7 du nombre 1 212 121 212 121 ?

4) Trouver une congruence similaire à celle du 1) mais cette fois modulo 13.

5) Qu’en déduit-on de nouveau pour un nombre s’écrivant 
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 en base 10 ?

6) Un nombre s’écrit 
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)

(

)

89(10)(11)(12)

 en base 15  (les « chiffres » 10,11 et 12 sont bien écrits, eux, en base 10) ; Déterminer son reste dans la division par 7 par une méthode utilisant les congruences.

7) Montrer qu’un entier naturel écrit en base 3 est pair si et seulement s’il possède un nombre pair de chiffres 1.

8) Montrer qu'un nombre écrit en base 10 est divisible par 7 si et seulement si en retranchant le double de son dernier chiffre au nombre constitué des autres chiffres, on obtient un nombre divisible par 7 ; appliquer ce critère à 2016 et à 2017.

IV) L’Anneau 
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 et l’équation de Pell-Fermat 
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 (sur 48).

A) Étude algébrique.

1) On note 
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 la partie 
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 a une unique écriture sous la forme 
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2) Montrer que 
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 est-un sous-corps de R (i. e. sous-groupe additif stable pour la multiplication et pour les inverses des éléments non nuls).

3) Quelle multiplication faut-il définir dans 
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 pour que l’application : 
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 , qui est déjà un isomorphisme pour l’addition (démonstration non demandée par écrit), soit aussi un isomorphisme pour la multiplication ?

4) Montrer que 
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5) Pour tout élément 
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 dont on remarquera que c’est un entier si a et b le sont (cf. l’analogie avec le carré du module dans les complexes, mais attention, 
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a) Montrer que 
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b) Admettant les formules 
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6) Montrer que si x appartient à 
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, x est un élément inversible de l’anneau 
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B) Une famille d’inversibles de 
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1) Justifier très brièvement que 
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2) On pose 
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a) De quelle équation à coefficients entiers (du type 
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[image: image95.wmf](

)

,

nn

ab

 est-il solution, pour tout n ?

b) Justifier que 
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c) Calculer 
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 en fonction de n.

NOTA : les questions 3+4, 5 et 6 suivantes sont indépendantes entre elles et ne serviront pas dans la partie C).

3) Montrer les relations 
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4) Ecrire un programme python calculant 
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 utilisant la relation de récurrence du 3).

5) Montrer que 
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6) Montrer que 
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 sont premiers entre eux, c’est-à dire qu’ils n’ont pas de diviseurs communs (utiliser 
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C) Détermination exacte des solutions de 
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1) On note U l’ensemble des éléments inversibles de 
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 ; que sait-on de sa structure algébrique ?

2) On note 
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 l’ensemble des éléments de U qui sont >1 ; montrer que si 
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3) Soit x un élément de 
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 ; montrer qu’il existe un entier n 
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 ; en considérant le nombre 
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4) En déduire que les solutions de l’équation 
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 avec x et y entiers 
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