DM 9 2015
Polynômes de Tchebychev de deuxième espèce.

Mise en garde : on se gardera, dans ce problème, de confondre :

- un polynôme formel P = P(X)

- la fonction polynôme associée 
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- la fonction, non polynomiale, 
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On rappelle aussi que X est le polynôme formel 
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 et qu’il ne peut donc en aucun cas désigner un élément de 
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Préliminaire : justifier que si P et Q sont deux polynômes de R[X], vérifiant 
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, alors P(X)= Q(X) (on notera bien l’intervalle ouvert).

Soit n un entier naturel ; on a vu dans le cours l’existence d’un polynôme 
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 de R[X], n-ième polynôme de Tchebychef de première espèce, vérifiant  
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 ; on sait que 
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 est de degré n, que son coefficient dominant est 
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On pose 
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A) Généralités.

1) Montrer que : 
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2) En utilisant le préliminaire, montrer l’unicité d’un polynôme 
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 vérifiant (1).

3) Montrer que 
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4) Exprimer 
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(X) pour k = 0,1,2,3.

5) Étudier la parité de 
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 (justifier).

6) On pose 
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 (Indication : prendre 
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 (indication : dériver (1) par rapport à ),  


et 
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B) Calcul des coefficients.

7) Montrer en dérivant (1) deux fois par rapport à  que
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8) Déterminer le coefficient de 
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 dans le premier membre de (2) ; en déduire une relation entre 
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 ; on mettra cette relation sous la forme :
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9) Calculer 
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Noté en plus : donner une formule générale pour 
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C)Application au calcul de sommes trigonométriques.

On suppose dorénavant n impair égal à 2p+1 : on définit 

 par 

 ; autrement dit 

.

10) Vérifier que 
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11) Pour 

 ]1, p[, on pose : 
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Donner la valeur de 

en fonction des coefficients de 
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12) En déduire les valeurs de 
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B) Décomposition des 
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7) Pour 
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a) Vérifier que les 
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 sont tous distincts.

b) Montrer que 
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 est nul ssi k et n ont parité contraire.

c) En déduire que 
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 possède n racines distinctes appartenant à [–1, 1], à choisir parmi les 
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(distinguer les cas suivant la parité de n). 

d) Que peut-on donc dire de 
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 ?  Dans le cas où n est impair égal à 2p + 1, écrire 
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 comme produit de polynômes du premier degré.
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