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I) Sur la continuité.

L’un d’entre vous a donné, dans le DS 8, la définition suivante d’une fonction K-lipschitzienne sur I :


[image: image1.wmf](

)

(

)

,

xxIxxKfxfxK

¢¢¢

"Î-£Þ-£


Nous dirons qu’une telle fonction est K-mpsienne.

1) Montrer qu’une fonction K-mpsienne pour un K donné n’est pas forcément continue.

2) Montrer que, par contre, une fonction K-mpsienne sur I pour tout K>0 est uniformément continue sur I.

3) Montrer qu’une fonction 1-lipschitzienne sur I est K-mpsienne sur I pour tout K>0.

4) La réciproque de 3) est-elle vraie ? (ce qui prouverait que les fonctions K-mpsiennes pour tout K sont les fonctions 1-lipschitziennes).

II) Calcul à l'aide des polynômes de la somme
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 ; application au calcul de 
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 (méthode des frères Yaglom, 1954).

n désigne un entier naturel impair (= 2p + 1). 

1. Montrer à l'aide de la formule de Moivre que si 
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En déduire l'existence d'un polynôme 
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 pour tout réel 
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2. Montrer que 
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3. En déduire que 
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4. En déduire la valeur de 
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5. Vérifier que pour 
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6. Déduire de 3., 4. et 5.  l'inégalité :
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7. En déduire la valeur de 
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III) Exercices sur les fractions rationnelles.

1) Décomposer en éléments simples, en détaillant la méthode,
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2) 

 
a) Décomposer en éléments simples 
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b) Calculer 
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 , pour p =1 et 2.

3) Calculer 
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 sachant que 
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IV) Équations fonctionnelles.

1) Déterminer toutes les applications f de R dans R continues en 0 telles que pour tout réel x 
[image: image21.wmf](

)

(

)

2

fxfx

=

.

2) Donner un exemple d’application f de R dans R vérifiant 
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 pour tout réel x et non continue en 0.

3) Déterminer toutes les applications f de R dans R dérivables en 0 telles que pour tout réel x 
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Indication : 
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REM : on en déduit que si f est dérivable en 0, «  
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 » équivaut à « 
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 »  qui est en apparence beaucoup plus faible.

4) Donner un exemple d’application f de R dans R vérifiant 
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 pour tout réel x et non dérivable en 0.

5) a et b étant deux réels fixés, a de valeur absolue différente de 1, déterminer toutes les applications f de R dans R continues sur R telles que pour tout réel x 
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