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I) Fonctions convexes dérivables.

1) Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de longueur > 0 ; on dit que f est convexe sur I si sa dérivée est croissante sur I. Donner un exemple de fonction convexe sur R qui ne soit pas affine.

2) Soit f une fonction convexe sur I. Considérons un réel a de I, et soit g la fonction affine telle que  
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a) Faire une figure illustrative.

b) On pose  h = f – g. Etudier ses variations et en déduire que h reste constamment positive ou nulle. Comment ceci se traduit-il géométriquement ?

3) Montrer que la fonction –ln est convexe sur 
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, et en déduire que 
[image: image3.wmf]ln1

xx

£-

 pour  x>0.

4) Soit f une fonction convexe sur I. Considérons deux réels a < b de I, et les points 
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 ;  soit g la fonction affine prenant les mêmes valeurs que f en a et en b.

a) Faire une figure illustrative.

b) Exprimer 
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c) On pose  h = f – g. Justifier grâce au cours l’existence de c appartenant à ]a,b[ tel que 
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d) Dresser un tableau de variations comportant en colonnes les valeurs  a,c,b et en lignes 
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 et 
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. On indiquera les variations de h sur I, avec une brève justification.

e) En déduire la position de la courbe de f entre a et b par rapport au segment [A, B], et la position de ladite courbe à l’extérieur de [a,b]

f) Soit t un réel ; vérifier que  
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g)  En déduire l’inégalité dite « de convexité »:
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 pour tout t dans [0, 1]  (1)

5) On conserve les données du 4) ; montrer en utilisant 2) que :
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 pour tout t dans [0, 1]  (2)

6) Application à la longueur de l’ellipse.
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Une ellipse de rayons 
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 est la courbe ensemble des points de coordonnées 
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On démontre que la longueur de l’ellipse est donnée par l’intégrale :
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a) Montrer en utilisant la convexité de 
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 que :
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b) En déduire que 
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 (encadrement d’Euler).

c) Donner une valeur approchée de la longueur de l’ellipse de rayons 2 et 3.

7) En utilisant la convexité de –ln , montrer  que :
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 ; que retrouve-t-on pour t = 1/2 ?

6) Déduire de 4) g) que si 
[image: image21.wmf]n

t

t

t

,...,

,

2

1

 sont n réels 
[image: image22.wmf]0

³

 de somme 1 et les 
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 des éléments de I, alors 
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 ; en déduire que si les 
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 sont > 0, 
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