SUP MPSI 

DEVOIR LIBRE N°11

III) Problème d’analyse.

Convexité, approximation de n!, formule de Wallis et formule de Stirling.
A) Un encadrement de n!. 

Soit f une fonction numérique de classe Cl sur un intervalle [a, b] (a < b), dont la dérivée est décroissante sur [a, b] (autrement dit f est « concave » sur [a, b]).

1) Redémontrer que sur l’intervalle [a, b], la courbe de f se trouve au-dessus du segment joignant le point 
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2) Montrer que sur l’intervalle [a, b], la courbe de f se trouve au-dessous de la tangente à la courbe de f au point A ; de même, on montrerait que la courbe de f se trouve au-dessous de la tangente à la courbe de f au point B. 

3) Déduire de 1) et 2) que:

 


Indication : si 
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4) En déduire que si f est de classe Cl, concave sur [1,n] (

), on a la double inégalité :


 EMBED "Equation" "Objet de Word1" \* mergeformat  


Indication : subdiviser [1, n] en n – 1 intervalles sur lesquels vous appliquerez 3).

5) En appliquant ceci à f = ln, en déduire un encadrement de n! . Pour la petite histoire : cette méthode d’encadrement a été trouvée par un élève de PCSI.

B) Étude d'une suite auxiliaire.

On pose 

.

1) Déduire de A) un encadrement de un par deux constantes strictement positives.

2) Déterminer un équivalent simple de 
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3) En déduire que (un ) est décroissante à partir d'un certain rang et qu'elle converge vers une limite l > 0.

4) Donner la limite de 

 en fonction de l, et simplifier l'expression de vn.

C) Formule de Wallis et formule de Stirling.

On pose pour 
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1) Pour n ≥ 2, en écrivant (et justifiant !) que 

, déterminer une relation de récurrence entre In et In-2.

2) En déduire la valeur de I2n, et I2n+1 .

Réponse dans le cas pair : 
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3) En raisonnant directement sur l'intégrale, Prouver que la suite (In) est décroissante ; en déduire les inégalités : 
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4) En considérant 

, montrer que : 
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(première forme de la formule de Wallis) ; déterminer la valeur de l .

5) Écrire un équivalent de n! (formule de Stirling, 1730).

6) Déterminer 
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(deuxième forme de la formule de Wallis).
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