ROBERT FERREOL

ADDITION DES CANCRES, SUITES DE BROCOT ET
FRIANDISES ASSOCIEES.

Cette étude a pour point de départ un article de J. Itard daascien bulletin de TAPMEP
(n° 247 de mars 65) sur les suites de Brocot et de Farey, et a éf@atérd’aprés des idées
d’André Warusfel.
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1) Addition des cancres.
Nous nous placerons da@ls dont les éléments possédent tous un numérateur et un

dénominateur (ceux de la fraction irréductible les représd — par conventiomw = % ) et qui

est donc en bijection avec I'ensemble des couples d’entggrgels premiers entre eux.
Le point de départ de tout ceci est I'addition des cancress@ume l'appelle Lucas, la
médiation des fractions :

pourx = 2 ety = & dansQ ,x@y= 8+ (en particulierS & o = a%l et

o @ o = o). Nous verrons qu’elle révele bien plus de trésors qu’eta a I'air.
Dailleurs, les cancres ne copient-ils pas leurs profassewi font constamment des
opérations du style : 9 sur 12 et 5 sur 8 donnent 14 sur 20 !!
L'interprétation géométrique est la suivante :

Dans cette opération, quelques ennuis proviennent de de dnaetion 3+C n'est pas

b+d
forcément irréductible (lorsque= y par exemple) ; si elle est irréductible, nous dirons que

X @ y s’effectuesans simplification, ou qu’elle essimple.

Pour cette raison, I'opératiah n’est pas associative : par exemple
1ol e2=102=2,etld(192) =16 3 = 3 ;ondevradonc faire attention aux
parentheses.

Elle n’est pas non plus distributive par rapport & la muitition puisque {1 @ 1) = £
maiss @& £ = 2.

Elle est par contrelcominutative et donne une justificatitiireversion des cancres” :

Cl.VX,yEQ+ Y@VZXeBy

Elle ne se comporte pas trop mal non plus vis a vis de 'ordre :

C2:VXy e QT+ X<y=> X< (X@y)<y,etmémeC2:x<y= X< (X®Yy) <y(regle
des nombres moyens de Nicolas Chuquet).

Une maniere élégante de montrer ces affirmations p@ty finis est soit d’utiliser la figure
ci-dessus, sachant qu'une médiane se trouve entre les s6tigde remarquer que




b2 +d<
XPYy= ﬁ est la moyenne deety, pondérée par leurs dénominateurs respectifs.
Voici une relation avec I'addition normale :
C3: ¥xy e @+ Vhne N(nN+X)® (N+y) =n+(XaQYy).

> En effet, six = % ety =&  alorsn+x = % etn+y = % , ces deux derniéres

d
fractions étant aussi irréductibles. Donc

(N+X) ® (N+y) = nb+gigd+c —N+(XPYy) <

De la méme fagon :

C'3: Vxye Q, VneN xysn= M-x)®&M-y)=n-XxY).

La conjugaison répétée des propriétés C1 et C3 nous donneawrrésultat liant I'addition
des cancres et les fractions continues.

C4:six=ap+ 1 ety = aop+ 1
ai + 1 1 ai + 1 1
az + ar +
+—1 , Jpp— ,
an + X an+Yy
oux,x,y,y sont des rationnels 0 et lesa; des naturels 1 pouri > 1 alors :
X@Yy=ap+ 1 1
a; + 1
a + %
an+xX @y

Par conséquent, si deux rationnels ont les mémes premieregelans leur développement
en fraction continue simple, leur somme des cancres égatdiemmme d’ailleurs tout nombre
compris entre ces deux rationnels).

2) Déterminant de deux elementsa@e

ac — .
Posongl(x,y) = b d = ad — bc pourx ety dans@+ ot & et £ sontles représentants

b d

irréductibles dex ety ; d est I'initiale de déterminant (appellation que nous covesems), bien
sur, mais aussi celle de distance. D’accord, ce n’en estpgamaid vérifie tout de méme

Dl:x=y< dXy) =0.

De plus,d pourrait bien aussi étre I'initiale de “différence”, car

D2:x<yo dy,x) >0,etx<y e dy,x) >1.

La propriété d’antisymétrie du déterminant nous donne :

D3: d(%,%) = —d(x,y).

D4 :siy @ zest simple,d(x,y) + d(X,2) = d(X,y & 2)

d'ou:D5:six@ yestsimple dx,x®y) = dXxX®Vy,y) = d(XY).

Ceci vaut en particulier gl(x,y) = -1, car:

D6:sid(x,y) = —1,x @ y est simple (et par conséquend(X,x®y) = dx @ y,y) = -1).

|l ac a a+c : )
> En effet si =-1, = -1, ce qui montre (Bézout) que+ cetb +d
b d b b+d

sont premiers entre eux.

On a d’autre part la caractérisation :

D7:z=x60y < dx,2 =dzy).

> En effetkd(x,x ® y) = d(x,y) = kd(x & y,y) (ouk est le coefficient par lequel on simplifie
numeérateur et dénominateur dan® y ) et sid(x,z) = d(zy) alors
0=d(x,2 +d(y,2 = kdx®y,z) etz=xdy .«

Conjuguée avec le théoreme de Bézout, on peut en déduire :

D8: vze Q! 3l(xy) € Q, z=x® yavecd(xy) =-1.

> Faisons I'analyse du probleme.



Posong = % p > 0,q > O0,p etq premiers entre euxx, =

avecd(x,y) = -1.

D’aprés D6,d(x,z) = —1 soitpb— ga = 1. Or on sait que I'équatiopv - qu = 1,(u,v) € Z,
possede une solution unique si I'on imposede décrire un intervalle dé de longueup. Or icCi
0 <a=p-c<p:xestdonc déterminé de fagon unique et dpégalement.

Faisons la synthése : s@d, b) I'unique couple d’entiers vérifiamb —ga = 1, avec
O<a<np.

b= 1 +pqa est> 0, a etb sont premiers entre eux, et poscms p—a>0,d=q-Dhb.Alors

bc - ad = 1, doncc etd sont premiers entre eux ebsi b dy-C7-xpy.-«

3) Suites de Brocot.

Leur inventeur, horloger, les a congues en 1862 pour résalel problemes de roues
dentées (voir [Brocot)).

Il s’agit en fait d’une suite infinie de suites finies :

b,y— d , véerifiant :z=x ey

d )

B = (¢ =0 3==)
B1 = (0, 11, )
Bz=<0, %, 1, 2, oo)
Bs=(0, 4 4 % L 3 2 3 =)
Ba= (0.4,3,2,2,2,2,3.1,4,2,5.2.3,3,4%)

et ainsi de suite, la suit®, s’obtenant en intercalant au milieu de chaque couple desterm
consécutifs de la suite, 1, leur somme des cancres.

Nous poseronB, = (b¥) ok -

PROPRIETES

b% = 0;b2" = oo;b2"" = 1;

Bl " "
b2'k = o L (corollaire de C1); b2"'* = 1 — b¥(corollaire de C3)

B2 : Deux termes consécutifs d’'une suite de Brocot ont toujas un déterminant égal a
moins un, et leur somme des cancres s’effectue sans simpldtion.

. : 01 s

> En effet, ceci est vrai pou, card(0,1) = ‘ = —1 et cette propriété se conserve

par la suite grace a la conséquence dedD6.

On en déduit :

B’2 : la différence de termes consécutifs d'une suite de Brat est toujours un rationnel
de numérateur 1 et de dénominateur le produit des deux dénomateurs.

B3 : Tout terme non extréme d’une suite de Brocot est la sommeas cancres de ses deux
Voisins.

> Ceci est une conséquence de B2 et desD7

Il faut bien voir que cette propriété est évidente pour lesiés qui sont ainsi construits, mais
pas pour les autres ! D’autre part cette somme des cancres’gtectuer avec simplification.
Parexemple,darB; , + & £ = 2 = 1.

B5 (théoreme principal).

Tout rationnel > 0 apparait tét ou tard dans une suite de Brocot.

On en déduit tout de suite, grace a D8 que

B’5 : pour tout couple (x,y) € @ vérifiant d(x,y) = -1, il existe une unique suite de
Brocot ayant x ety comme termes conseécutifs.

Preuve de B5.

< Soientx, = % etyn = % (Xn < yn) les deux rationnels encadrant un rationn@l%
n n



dans lan-ieme suite de Brocot.

Le lemme suivant que nous réutiliserons deux fois pour lgesde Farey, va nous permettre
de conclure.

LEMME 1 : si six entiers naturels a,b, c,d, p,q vérifient

%<%<%avec =-lalorsp>a+cetq>b+d.
< Cherchons en effet a exprimpen fonction dea etc, q en fonction deb etd, en résolvant
= Xxa+yc ac . c
le systeme : P 4 ; comme = —1 les solutions sontx = P et
g=xb+yd b d dq
p a

y = b qui sont des entiers 0 donc> 1. Le résultat en découle (il sert aussi & montrer que
q
les réduites d’une fraction continue sont les meilleurgg@gdmations rationnelles du réel
limite).<

Supposons maintenant que n’appartienne a aucune suite de Brocot. Algrs< g < Yn
pour toutn et par conséquenat, + ¢, < p pour toutn. Or la suite(a, + ¢n) est une suite
strictement croissante d’entieraf.1 + Cni1 = @n + Cn + (&, OUCy) ) : contradiction«

4) Une application : le theoreme de Hurwitz.

Le théoreme de Hurwitz donne un resultat concernant leoappations ratlonnelle% d’'un
irrationnelx vérifiant une inégalité du tprx | < — . On constate en effet que pour tout

irrationnel, il existe une constante charnie’c@ e [0, +oo] telle que poui < Ao, il existe une
infinité de rationnels% vérifiant |x— | < -1 , et pourl > Ao, il n’en existe qu’'un nombre

fini. Le théoreme de Hurwitz énonce qdg > J_ , autrement dit :
Théoréme de Hurwitz :

Etant donné un irrationnel x, il existe une infinité de nombres rationnels? tels que :

q
X- G|
<l f q
La démonstration va utiliser les suites de Brocot a partir du
LEMME 2 :
Si un réel x est compris entre deux rationnels- 0 % % tels que ‘ =-1,I'un
i i a C ot a p _p 1
des trois rationnels b’ d et b e = d , noté q,verlfle |x | 3

>A tout rationnel% et tout réell > 0, associons l'intervalle

IA<%> -~ {x € R/|x— %| < %qz} . Les deux intervallem(%) etlg<%> recouvrent

ac 1 a1 a __
[b d } si et seulementsﬁ IPE <p T T , Soit, en tenant compte c’e ,
A <; de la méme fagon,
a a g C ]ai - b b+d
|/l<b>et|/1<b d)recouvrent[ eB d}5|etseulements%< bsd b -
La condition :A < B + 4 ou2 < b b d , peut s’écrire :

b brd b
A < max f(%),f<1+ )) ouf est définie paf(x) = X+ )1( Or le lecteur montrera

rapidement, en s’aidant d’un graphique, que la fonctioma&gur]0,+oo] :

x — maxf(x),f(1+ x)) est minimale quanf(x) = f(1+ x) , soitx = J_ L inverse du nombre



d’or, et que ce minimum vaut justemeyit .5

Par conséquent, &i< /5 , les trois intervallem(%) , IA<% ® %) etl, (<) recouvrent
a aq C d imilai g Cc C

[ b' b <) d } , et 'on montre de fagon similaire qu’ils recouvrent at[s% <) adl

Tout réel compris entré&t et % appartient donc a I'un des trois intervalleg (%) ,
| 5 (% ® %) etl s (%) , ce que nous voulions montrer.

Démontrons maintenant le théoréme :

< Quitte a changex en—x, on peut supposer > 0. Désignons pax,etyn les deux rationnels
encadrankdans la suite de Broc&,, qui appartiennent #,+o[ pourn eN. D’apres le lemme,

I'un des quatre rationnels (qui ne sont en fait que troisd)ér%, vérifie |x— %| < ng 5 - Le
q

nombrex étant irrationnel, les suites monotor(@s) et (y,) ne sont constantes a partir d'aucun

rang ; il existe donc une infinité de rationnels vérifi%an% %| < 1 e nombre,/ 5étant

/59
irrationnel, il ne peut y avoir égalité dans cette inéggér plus d’'un rationne% . Il existe
c e s . P _ B 1
donc une infinité de ratlonnelg verlflant|x q | < B . <

On peut montrer que cette borgle €St atteinte : le nombre charniétg du nombre d’or est
exactement/ Hcf [Guinot] p. 126). A 'opposé, les nombres de Liouvillelagsssent mieux
approcher par les rationnels : lely est égal &« (cf [Descombes] et [Leveque]).

5) Théoréme de Lucas : lien entre suites de Brocot et fraxtion

continues.

Poursuivons I'étude des suites de Brocot. On sait que ttiothreel apparait tot ou tard dans
une suite Brocot, mais on peut se demander plus précisérapsiggielle suite de Brocot un
rationnelx apparait pour la premiére fois.

La décomposition d& en fraction continue simple :

X=ap+ 1 1 = [ag,a1,..,am] (@m = 2) va nous donner la réponse.

ao+ — L
1
A
Au départxo = 0,y = o, puis commek @ o = k+ 1 ,xx = kKetyx =0, jusqu’'axs, = ao
(partie entiere d& ) ety,, = «©.
Ensuite, pour < k < a1, Xagek = @0, Yk = @0+ + = [a0,K] .
En effetao @ [a0,k] = a0 & (ao+ L) =ao+ (0@ L) =ao+ 2 =[aok+1].
On aboutit alors &ay+a, = a0,Yag+a; = [0,a1] -
EnsuiteXay:a,+k = [@0,a1,K], Yagra+k = [Qo,a1] . L€ processus se poursuit aveg.a,+a, =
[A0,81,82], Yagrasrasras = [80,81,82,83], jusqu’a ce qu’on arrive a
Xa0+a1+...+am = yao+a1+...+am = [ao,al, e ,am] = X.
La propriété utilisée egho, a1, ...,aq] ® [ao0,au, ...,8q,K] = [@0,a1,...,aq,K+ 1], qui se
déduit de C4.
On peut donc énoncer :

L1 (Théoréme de Lucas) : Le rationnelap +

al +

=[a01 all . 1am]
a+ ——
ay+ —L
1
-t En

apparait pour la premiere fois dans la suite de Brocot d’'indcen = ap + a; +..+am .

Ou de fagcon équivalente :

L'1 : les termes de rang impair deB,, sont les rationnels dont la somme des coefficients
du développement en fraction continue simple est égalera

Remarque : par un moyen détourné on obtient le dénombrerastiistes d’entiers (le

premier> 0, les suivants 1 et le dernieg 2) dont la somme vaut (réponse : 21).



On en déduit aussi une définition non récursive des suit& aleot :

L2 : la suite B, est la liste croissante des rationnels 0 dont la somme des coefficients du
développement en fraction continue simple es{ n, suivie dew.

On peut méme pousser le raffinement jusqu’a déterminenig dax dans la suitda,.a,+. +am
. En effet, le raisonnement que nous venons de faire mona& gst obtenu danB, = (bX) ockean
par une suite da dichotomies : tout d’aboréd, dichotomies ou I'on choisit I'intervalle de droite,
puisa; dichotomies ou I'on choisit I'intervalle de gauche, pajsdichotomies ou I'on choisit
l'intervalle de droite, etc.

Pour ne pas avoir a discuter suivant la paritérd@ous allons “aménager” le développement
[a0,a1,..,am] : lorsquem est impair, on remplaca, param-1,1 (en effetx = x— 1+ % 1 ; par
exemple :2 =[1,1,1,2 =[1,1,1,1,1.

Le rangr de % dansBag+a,+.+am €St dONc égal & :

22((4+.+55)+( P I T )+t (G + o))

= (2" 4, 42M0) 4 (2Nl 4 4D B0mard) 4 (a4 4 1)

C’est-a-dire I'entier qui en binaire s’écrit, de gauche @itdy, avec une tranche @g chiffres
1, une tranche da; chiffres 0, une tranche d® chiffres 1, etc..., et se termine par une tranche
dean chiffres 1.

m
On peut aussi écrine= Z(—l)“2"j‘k+"j‘k+1+--+am —1.Enrésumé:
k0

L3 :lerang de x = [ao,as,..,am] (Mpair) dans Ba,.. +a, €St €gal a
ap az az am

P R N N — m K
1..10..01..1..... 1..1 =) (-1) 28t aat+am _ 1
k=0

m
Z(_l) Koayctay,q+-+am_]
Autrement dit :b%° = [ap,a1,..,am] .

>a
k=0

Inversement, on peut en déduirealgorithme pour déterminer les termes de rang impair
deB.

Le voici sur un exemple : quel est le 27ieme terxde B1gp ?

Décomposons 27 en base 2 :2711011 ; le développement en fraction continuede
termine donc par 2,1,2, et comme la somme des coefficientslad :

x =10,95,2,1,2 = 8/763.

6) Bijection explicite entre les entiers et les rationnels.

Puisque tout rationnel apparait dans une suite de Brocgtieekes termes “apparus” dans
une suite de Brocot sont tous distincts, si 'on met bout & bou

0,1, les termes de rang impair Be, les termes de rang impair @2 , etc.,

on obtient une suite de rationnels 01,2, +,%,3,3,+, £, 2,2 1 3 2 4. quidéfinit
une bijection d&N surQ_, que nous désignerons dafinitiale de Lucas).

D’apres le paragraphe précédent, cela revient a classetiesnels> 0 suivant la somme
des coefficients de leur développement en fraction coatsimnple, au lieu de la somme
numérateusr dénominateur comme on le fait habituellement.

Contrairement a la bijection normale, il y a ici un algoritasimple pour déterminer I'image
réciproque d’un rationned > 0 parL, compte tenu des résultats du paragraphe 5).

1) Décomposex en fraction continue “aménagée”

[@o,a1,..,am] (M pairgé)

az ap am m

. A A AN —A K
2) Ecrirelerang =1..10..01..1..... 1..1 = ) (1) 2a+awit-+am _ 1 dex dansBag+..am ;

k=0
ag ai az am—1

L-1(x) est égal 3L + 2%tareaml 1 =1 1.1 0..0 1..1..... 1..1 (il suffit de faire
passer un “1” de I'extrémité droite a I'extrémité gauche).



En résumé :
N - Q+

Bl 1: L’application L: bo by by bm
P N, i —A
n=1.10..01..1..... 1..1- [bo—1,by,..,bm1,bm+ 1]

p
(sinest paiby, = 0,L(0) = 0,L<1...1> =p)

Q - N
est bijective de réciproqu ao a1 a am-1
) P, N, N, W —N
[ao,a1,..,am](mpain - 1 1..1 0..0 1..1.....1..1
et la suit€L(n)) nens €St la concaténation d& , B, ....., ouB;, est formée des termes de rang

impair deB,, .
Par exemple :
n 0 1 2 3 4 5 6 20
nen binaire 0 1 10 11 100 101 110 101
rang deL(n)dansBag+..+a, 0 1 1 11 1 11 101 100:
L(n)en FC [0] [1] [0,1,1}<[0,2] [2] [0,2,1]=[0,3] [0,1,2] [1,1,1]=[1,2] [1,2,1]<[1
L(n) 0 1 1/2 2 1/3 2/3 3/2 4/7

D’autre part, le raisonnement fait pour prouver L1 peutesiéte a des irrationnels. Soit en
effet un irrationnek > 0 de développement en fraction continue sinjplgas, .. ,an,...] et
soientx, etyn ( Xn < Yn ) les deux rationnels encadraatans lan-iéme suite de Brocot. On a
toujours Xa, = o, Yagra; = [80 + &1] ... Xagr.+a, = [0, - --,an] Si N est pair et
Yao+.+ap = [80,...,an] SINEStimpair.

Prenons par exemple le nombre d'ar = [1,1,1,..] . Dans ce cas .

1

Xn = Xn1 = [1,1..., htermes] = FL:l sinestimpair ey, = yni1 = [1,1..., ktermes] = E. sin

est pair, ol F,) est la suite de Fibonacci, qui se retrouve donc dans lessigt8rocot (lesk et
Yk ont été mis en gras dans les exemples de suites de Brocaistigje

7) Suite des numérateurs des fractions de Brocot.

A considérer par exemple
B. = Qiiéiiéii)
3T N1'3'2'3'1' 21110
By=- (0 1 1 2 13 2 3 1°435 25 3 41
4 1!4.131512!5:3!4!0!3!2,!3!1!2!1!1!9 . L .
il semblerait que les suites des numérateurs et des dénemisaes éléments g soient
identiques dans un ordre inverse (cela provienydle = b—lk) et surtout que les numérateurs de
n

la premiére moitié d8n.1 soient aussi ceux dn 1 .

Supposons que tel soit le caB,; = u;‘nk_k >O<k<2n ,

donnerait alors les relationsizx = Uk €tUau1 = Uk + Uke1 -
Définissons donc une suita) par ces relations :
DEFINITION : on appelle suite des numérateurs de Brocot la site (un) . définie

récursivement par :
Un = Uz Sin est pair

la définition deBy.1 a partir deB, nous

u; = let i . .-
Un = Unt + Una sinestimpair

Il est maintenant facile de démontrer par récurrence que
. _ u
UL:Bn = (mr) purcon -
Voici un petit programme Maple de calcul des suites de Brapptiquant ce résultat :
>u:=proc(n) option remember;



if n=0 then 0 elif r=1 then 1 elif is(n/2,integer) then u(n/2) else u((n-1}RAY+-1)/2) fi

end;

> seq(u(n),r0..32);

0,1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5,4,7,3,8,5,7,8,8,3,7,4,5,1

> seq(u(n),r32..64);

1,6,5,9,4,11,7, 10, 3,11, 8, 13,5,12,7,9,2,9, 7,12, 818}, 3,10, 7,11,4,9,5,6, 1

> B:=(n,k) > u(k)/u(2'n-k) : seq(B(5,k),k0..31);

0, 1/5, 1/4, 2/7, 1/3, 3/8, 2/5, 317, 1/2, 4/7, 3/5, 5/8, 213, 3/4, 4/5,

1,5/4, 4/3, 715, 3/2, 8/5,5/3, 714, 2, 713, 5/2, 8/3, 3, 7/254

Voici quelques propriétés faciles de la sUitg) :

uz2:

Sinestimpair, Un = Un1 + Uns1

Uz2nik = Upmi pour 0 < k < 27

Uk, = Un, Ugkpq = Un-1 + KUn, Ugkpq = Unst + KU

Mais la propriété la plus remarquable de la sqitg) est la suivante :

U3 : Les couples de termes conseécutifs de la suiten),., sont tous distincts et décrivent
exactement I'ensemble des couples de naturels non nuls prears entre eux.

Nous utiliserons pour la démonstration le lemme suivanegtiune simple récriture des trois
dernieres propriétés de U2.

LEMME 3 : si 4 naturels a,b,q,r vérifient a = bg + r et queb etr sont deux termes
consécutifs de la suitgup), alors a et b sont aussi deux termes consécutifs deln). Plus
précisément, sib = Uy etr = Uy, alorsa = Ugagg €tr = Uz et sib = ux etr = uyx , alors
a = Ugax1 €tr = Uz (Noter I'inversion de 'ordre).

Preuve de U3 :

> Soit (p,q) un couple de naturelsl premiers entre eux. Effectuons I'algorithme d’Euclide :
p=aoq+ro, q=airo+ri, ro=asri+ro....,lNo2=afli1+ri..,aveam=121etr; =0
pouri >m.

Ona donc% =[ap,a1,..,am] , €t comme précédemment, on se rameéne au casasi pair.

Puisque(rm,rm1) = (1,0) = (u1,Up) , en utilisantm + 1 fois le lemme, on aboutit a :
p = up etq = ups1 avecn = 2""0(23;(. . .(261"1‘w1(2"jlm - 1a) + 1&1)' D)+ -1,
m m-1 1 0

N — u koag+a+.+a 7T A RO
soitn = D (-1)*2%tar+a& —1=1..1 0..0 ..... 0..01..1.
k=0

Nous avons donc montré que tout couple de naturels premmgese&ux est un couple de
termes conseécutifs de la suitan), ., . La réciproque se montre facilement par récurrence et le
fait que les couples sont tous distincts provient de I'igidies décompositions en base 2 et en

fractions continues.
Une conséquence directe de ce résultat et de sa démonststique

N- Q
U4 : I'application M : u* est bijective, de réciproque :
ne— unZl
Q - N
am am-1 a ag
. —— A —
[ao,a1,..,am](mpair) -1..1 0..0 ..... 0..01..1

On remarquera la parenté proche entre les applicati@i$/ (inversion de l'ordre deas;).

On en déduit, en utilisant L'1 :

U5 : 'ensemble desM(k) pour 2™ < k < 2" — 1 est I'ensemble des termes de rang
impair de B, (mais I'ordre n’est pas le méme).

Voici quelques exemples :



n 0 1 2 3 4 5 20 100

nenbinaire 0 1 10 11 100 101 10100 11001
M(n)en FC [0] [1] [0,1,1¥[0,2] [2] [0,2,1]=[0,3] [1,1,1]=[1,2] [0,2,1,1,1}-[0,2,1,2] [0,2,1,2,2
M(n) 0 1 1/2 2 1/3 3/2 3/8 7/19

8) Escalier diabolique de Brocot.

Remarquons que lorsqu’un rationnel apparait dans unedwiBrocot avec un rang son
rang dans les suites suivantes est a chaque fois multipli, ple sorte que son “rang
proportionnel” (i.e. son rang rapporté au nombre d’élémeetla suite) reste inchangé.

On peut donc définir une application, que nous désigneranBRO, deQ, dansB N[0, 1[,

ensemble des nombres binaireq@gl[ , qui a tout élément d@+ fait correspondre son “rang

proportionnel” dans les suites de Brocot ou il apparait.
D’apreés les résultats de 5), cette application n’est auteel’qpplication qui au rationnel de
développement en fraction continue “aménaggl; as, . . ,am| (m pair) fait correspondre
m

2(_1) koaytay,q++am_1 " ag ai ar am

k=0 Dkt T30 RT3 7 - 2L 1(x+1
agrarram = 1+|§%W ZO, 1..10..01..1..... 1..1 (ZaUSS| >agrarrTam 1)

Enrésume :

E 1 : I'applicationBRO qui a tout élément de_ fait correspondre son “rang proportionnel”
dans les suites de Brocot ou il apparait, peut étre défimie pa

Q, - BN[O,1
ap ag ar am
[ao0,a1,..,am](Mpair) — 0, 1.10.0%..1....7.1
Par exemple

X xen frac. cont. am.BRO(x) en binaire BRO(X)
0 [0] 0 0
1/4 [0,3,1] 0,0001 1/16
1/3 [0,2,1] 0,001 1/8
2/5 [0,2,2] 0,0011 3/16
1/2 [0,1,1] 0,01 1/4
3/5 [0,1,1,1,1] 0,0101 5/16
213 [0,1,2] 0,011 3/8
3/4 [0,1,3] 0,0111 7/16
1 [1] 0,1 1/2
4/3 [1,2,1] 0,1001 9/16
3/2 [1,1,1] 0,101 5/8
5/3 [1,1,2] 0,1011 11/16
2 [2] 0,11 3/4
5/2 [2,1,1] 0,1101 13/16
3 [3] 0,111 7/8
4 [4] 0,1111 15/16

Voici un programme Maple de tracé de la courbeB&® entre 0 et 1 (on a joint entre eux



129 points de la courbe)
>M :=(n, k) > [B(n, k), k/2"n] :
> plot([seq(M(8,k),k=0..2"7)],scaling-constrained);

0.549

Le lecteur vérifiera facilement que cette application &ttement croissante (en utilisant la
premiére définition) et bijective (en utilisant la deuxi@éfinition).

On peut la prolonger de fagcon naturelle en une application

BRO deR, dans [0,1] en posgont

ax ap am

A AN — —
BRO([ap,au,-.,am,...])=0,1..10..01..1..... 1..1....0On vérifie de nouveau que ce
prolongement est strictement croissant et bijeBRO étant monotone d’image un intervalle,
elle est donc continue, ainsi que sa réciproque.
1+/5

Quelques valeurs remarquables : gole nombre d’orgp = TS =[1,1,1,...];
BRO(p) = 0,1010..= £ ;

BRO(y2) =BRO([1,2,2,2,.]) = 0,100110011 . = £ .

D’une maniéere généralBRO(x) est un rationnel non binaire si et seulement gosséde un
développement en fraction continue infini périodiqueramient dit, d’aprés un résultat
classique, si et seulemenk st quadratique (i. e. solution d’une équation du secondédieg
coefficients entiers).

Mais ceci n’est pas la seule bizarrerie de cette foncticen kst une autre qui est a I'origine
du nom : “escalier diabolique de Brocot” que nous avons d@nse: courbe.

En effet, I'escalier diabolique habituel est celui de Cantourbe d’une fonction de dérivée
nulle sur le complémentaire de 'ensemble de Cantor (legstehégligeable) et qui pourtant croit
(non strictement) de 0 a 1.

La fonctionBRO est encore plus diabolique car strictement croissantéecaessi de dérivée
nulle presque partout (résultat de Pierre Liardet, cf.IJOtt

Nous allons nous contenter de montrer que

E2 : BRO est de dérivée nulle surQ, .

Voici les grandes lignes d’'une démonstration ; tout d’aherdemme permettant de se
ramener a des suites.
LEMME 4 : pour qu'une fonction f monotone au voisinage de xsoit dérivable a droite

en Xo, il suffit qu’il existe une suite (u,) strictement décroissante de limite x veérifiant

Un1 — Xo ~ Un — Xo telle que % soit convergente (et sa limite vaut alorgy(xo)

).

Montrons la dérivabilité dBRO enxo = [ap, a1, ..,am] (M pair) en utilisant la suite



(Un) = ([a0,a1,..,amN]) = | a0+ 1 , qui converge verso en

Lt

am+ L+ )
décroissant strictement. En effet
BRO(un) — BRO(x0) = BRO([ap,ay, ..,am,n—1,1]) —

apt+ag+..+am+n—1
A

BRO([ao,a1,..,am]) = 0,00 e, 0= % , tandis quaun, — Xg = % . L'on vérifie
queun1 — Xo ~ Un — Xo et surtout queBRO(uaz — E’?O(XO) tend vers 0. Nous avons montré

BRO, = 0. A gauche, il suffit d'utiliser(vy) = ([a0,as, ..,am, 1,n]) .
9) Des suites de Brocot incomplétes : les suites de Farey.

Du théoreme de Lucas (cf. 5)), on peut déduire le

Corollaire FO : dans la suite B, apparaissent tous les rationnel& 1 dont le numérateur
estg n et tous les rationnels compris entre 0 et 1 dont le dénominate est< n.

Ceci provientde L1 et du

LEMME 5 : posons % = [ap,as, ..,an] OU toutes les variables qui interviennent sont des

entiers> 1 saufap , n et p qui peuvent étre éventuellement nulsp et g premiers entre eux ;
alors

siag>1,p>ap+...+an
sin>1,q>aj+...+an

> En effet,[ao] = a—l" etap > ao, ce qui montre 'énonceé pour= 0.

[ag,a1] = ap + a% - %ﬁl etaga;+1>ap+a; © (ap—1)(ar—1) > 0, ce qui
montre I'énoncé poun = 1.

Supposons-le exact a 'ordre- 1 et montrons-le a I'ordre.

Ecrivons
!

% = [ap,ai,..,an] et% =[ay,..,an] (fractions irréductibles) ; alors

/ /
% =ap+ 1, — %P /+q . Par hypothese de récurrenge> a; +...+an , etsin>2

i

q
g >az+...+an . Alorssiap > 1,p=aop' +q > ag(as +1) +az +...+an > ag + ay +...+an ce

qui acheve la récurrence et la preuve du lemme.

Ceci nous ameéne a la définition des suites de Farey.

Leur auteur, un géologue anglais, les a découvertes amt@ément a Brocot, en 1816. Ces
suites ressemblent a celles de Brocot, d’ou parfois unaicertonfusion. Mais si la définition
naturelle des suites de Brocot est récursive, celle des daifFarey est directe.

F1= (0, 1)

Fo = (0, <, 1)
_ 1 1 2

F3 - <O1 ?1 71 ?1 1>
_ 1 1 1 2 3

F4 - <O1 Zl ?1 # 71 # ?1 Z! 1>

Fe=(0, L, +.#1, #2% #1, #3, #% #3, & 1)

Fo= (0,1, 1 #1 sl wnl sl ol 2 wid #4 51)



PROPRIETES

n
F1:le nombre d’éléments deF, estl+Y_ o(k)= 1+ @(n) ol ¢ est I'indicateur d’Euler.
i=1
> En effetp(n) , nombre d’entiers premiers avacompris entre 1 et est donc aussi le
nombre de rationnels compris entre 0 et 1 dont le dénominast@gal a.«
On trouvera dans [Hardy&Wright], page 268, I'estimatiograptotique dep(n) suivante :

p(n) = 3—”; + O(ninn) .
T

F2:s Fn= (fk)ngf(D(n)’ f(p(n)_k =1- fk .

< Ceci provient de ce que siest un rationnel, £ x a méme dénominateur quest que
(I<x<y<si)e (3<1-y<1l-x<1) .4

C’est une conséquence de FO. Nous avons indiqué ci-dessus fdes termes supprimes.

F4 : deux termes consécutifs d’'une suite de Faregnt été deux termes consécutifs d’'une
suite de BrocoBy avecp < n.

< Soientx < y ces deux termes consécutifske; et soitB, (p < n) la premiere suite de
Brocot ou ils apparaissent tous les deux ; supposons queBgars$y ne soient pas consecutifs ;
alors tous les termes de situés entety ont forcément un dénominateur strictement supérieur a
celui dex et a celui dey, car sinon ils apparaitraient daRs ce qui est impossible ety y étant
consécutifs. Or une conséquence de la définition des sigt&socot et de B2 est que les
dénominateurs des termes entre 0 et 1 d’une suite de Bragbésalents de scie : le premier est
strictement inférieur au deuxiéme, le deuxiéme strictaraepérieur au troisieme etc... La seule
possibilité est donc que le seul termeRjgesitué entrex ety soitx @ y ; mais alorsx ety
apparaitraient aussi daBg 1, ce qui est absurde.

On en déduit, d’'aprés B2 :

F5 (théoréme de Farey):

Deux termes consécutifs d’une suite de Farey ont un détermamt €gal a moins un et
leur somme des cancres s’effectue sans simplification.

Nous donnerons plus bas une démonstration de ce théoremddfiendante des suites de
Brocot.

Par conséquent, d’apres D4 :

F6 : Tout terme non extréme d’une suite de Farey est la somme deancres de ses deux
Voisins.

On déduit aussi de F5 une définition récursive des suitesadeyFNous aurons besoin
auparavant des deux propriétés suivantes :

F7:si % et % sont consécutifs dang, , alorsb+d > n.

> En eﬁet% ne peut appartenir &, puisque% et% sont consécultifs ; son

dénominateub + d (il n’y a pas simplification !) est dons n.«

F8 : deux termes consécutifs d’une suite de Farey n’ont pas l@éme dénominateur.

< Ceci peut se démontrer directement, mais nous pouvonsrieaeime conséquence de F3
et du fait évident que deux termes conseécutifs d'une suirdeot n’ont pas le méme
dénominateux

Voici maintenant une définition récursive des suites deyar

F9 : la suite F, s’obtient en intercalant au milieu de chaque couple de termgconsécutifs
de la suiteF 1, leur somme des cancres, si celle-ci a un dénominategn.

> Soient en effet% et % deux termes consécutifs €g_1. Nous cherchons tous Iq% tels

que% < % < % D’apres F4 et le lemme 1 du théoreme B5, nous savonsigub + d. Par
conséquent, ¥+ d > n, il n’y a aucun terme dé&, entre% et % Sib+dest<n, il ne peut

étre< nd’apres F7, etdono = a+ b. Or d’apres F8, il y a au plus une valeurplpossible.
Comme% < ﬁ < %,pz a+c.<

On peut maintenant chercher a construire directement esgeur d’un élément donné



d’une suite de Farey. Ceci sera donné par
F10 : le successeur d'un éléme%t<1 de la suite de Fardy, est le rationnel& ol (c,d) est

d
I'unique solution de I'équationbx — ay = 1,(x,y) € Z?2 vérifiantn—b <y < n.

< En effet le successeb% de% vérifie bc —ad = 1 d’aprés F5, eb— b < d < nd’aprés F7.

Il est maintenant bien connu que I'équation diophantiemneay = 1, (x,y) € Z?, aetb étant
premiers entre eux, possede une solution unique sous léiconguey parcoure un intervalle
d’amplitude b«

Nous invitons le lecteur a trouver lui-méme le prédécesde% .

En tous cas, ceci va nous permettre de donner une démomstiréts courte et directe du
théoreme de Farey affirmant que deux termes consécutifeduite de Farey ont un
déterminant égal a moins un.

> Soit en effet I’élémem% < 1 de la suite de Fardy, . Considérons comme dans F10 le
rationnel% vérifiantbc — ad = 1 (d’ou % = % + b_ld
appartient &n et s’y trouve apré% . Supposons gu'il exist% appartenant &, et vérifiant

a_P_c

b <d°d

Yavecn—b < d < n; il est clair que%

; d’aprés le lemme 1 du théoreme B%> b+ d > n: contradiction. Le successeur

de-2 est doncS qui vérifie =-1x

b d
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